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Préce se zabyva masivné paralelni implementaci na GPU hybridni metody smiSenych
prvki v problematice jednofdzového stlacitelného proudéni v poréznim prosttedi. Pro
numerické feseni zformulovaného problému sestavime numerické schéma zalozené
na smiSené hybridni metod€ koneénych prvki a na semi-implicitnim pfistupu k asové
diskretizaci. Vyslednd soustava linedrnich rovnic je feSena pomoci piimého nebo
iteracniho feSi¢e. Ddle predstavime paralelni implementaci numerického schématu
s vyuZitim knihovny TNL a architektury CUDA. Pomoci numerické analyzy ovéfime
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metoda kone¢nych prvkd

Numerical solution of single-phase flow in porous media and its implementation
on GPU

Jakub Klinkovsky

The work deals with a massively parallel implementation on GPU of the mixed-
hybrid finite element method for the mathematical modelling of a compressible
single-phase flow in porous media. We devise a numerical scheme that is based
on the mixed-hybrid finite element method with the semi-implicit approach for the
time discretization in order to obtain a system of linear equations for which either
a direct or iterative solver is used. We propose a parallel implementation of the
numerical scheme using the TNL library and the CUDA architecture. We present a
numerical analysis of the scheme and compare the efficiency and accuracy of its
implementation on CPU and GPU.
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Uvod

Problematika studia procest v poréznim prostfedi je velmi bohatd a modelovani proudéni je jednim
ze zdkladnich prostfedkl analyzy a predikce téchto procesi. Matematické modely slouZzi jako podklad v
radé praktickych aplikaci, od primyslovych aplikaci jako t€Zba ropy, ukladani CO4 nebo radioaktivnich
odpadi, pres ekologické aplikace jako napf. ochrana zdroji pitné vody a simulace Sifeni kontaminace
v podzemi, aZ po armddni aplikace jako napf. detekce min. Pro studium proudéni v poréznim prostiedi
existuje mnoho matematickych modeld zaloZenych na metodéach kone¢nych diferenci, kone¢nych objemi
nebo konecnych prvki, pficemz kazdd z metod ma své vyhody a nevyhody. V této praci popiSeme
pokrocilé numerické schéma zaloZené na hybridni metodé smiSenych prvkil a semi-implicitnim piistupu
k ¢asové diskretizaci. PouZiti smiSené hybridni metody kone¢nych prvki ma oproti klasickym metoddm
fadu vyhod: umoZziiuje pouZiti obecnych nestrukturovanych siti, vede na soustavu s pozitivné definitn{
matici a lze ji dobre paralelizovat. Linearizace v ¢ase pomoci metody zamrzlych koeficientti vedouci na
semi-implicitni schéma ma oproti plné implicitnim metoddm vyhody v lepsi efektivité.

Cilem této prace je implementace masivné paralelniho feSi¢e pro numerické schéma s vyuZitim
knihovny TNL a architektury CUDA. PfestoZe model jednofdzového proudéni predstavuje pomérné snadno
numericky feSitelnou dlohu srovnatelnou s dlohou vedeni tepla, ndro¢nd bude zejména paralelizace
numerického schématu a implementace na GPU. Paralelizace na GPU je netrividlni zejména z hlediska
prace s paméti a optimalizace kédu pro vyuZiti potencidlu specifické architektury dostupnych GPU.

Vysledky této prace tedy jsou jednak sestaveny matematicky model a numerické schéma, zdroven vSak
testovaci kéd vyuZivajici knihovnu UMFPACK na CPU, a piedev§im hlavni kéd v jazyce C++ vyuZivajici
knihovnu TNL, ktery je mozné spustit jak na CPU, tak i masivné paralelné¢ na GPU. Tento kéd bude v
budoucnu zdkladem pro implementaci paralelniho feSi¢e pro obecny model vicefdzového kompozi¢niho
proudéni v poréznim prostiedi.

Struktura prace

V prvni kapitole popiSeme danou problematiku ve fyzikdlnim kontextu, zavedeme zdkladni pojmy
nezbytné pro popis vlastnosti porézniho prostiedi a zformulujeme soustavu parcidlnich diferencidlnich
rovnic popisujicich jednofdzové proudéni v poréznim prostiedi.

Ve druhé kapitole popiSeme numerické schéma pouzité pro feseni té€to soustavy doplnéné o pocatecni
a okrajové podminky. Prostorovou diskretizaci provedeme pomoci smiSené hybridni metody konecnych
prvkd a metody konecnych objemd. Pro ¢asovou diskretizaci pouZijeme linearizaci schématu v case
pomoci metody zamrzlych koeficienti a vyslednou soustavu linearnich rovnic redukujeme pomoci metody
hybridizace. V posledni ¢asti kapitoly stabilizujeme zdkladni numerické schéma pomoci metody upwindu
a popiSeme algoritmus vypoctu pro obg varianty numerického schématu.

Treti kapitola poskytuje podrobny popis implementace numerického schématu bez upwindové
stabilizace. V prvni Cdasti kapitoly popiSeme feSi¢ vyuZivajici knihovnu UMFPACK pro feSeni fidkych
soustav linedrnich rovnic pomoci pfimé metody, ve druhé ¢4sti se pak vénujeme implementaci pomoci



knihovny TNL a paralelizaci numerického schématu. V pfipadé knihovny TNL jsou soustavy linedrnich
rovnic feSeny pomoci iteraCnich metod, které jsou soucdsti této knihovny.

V posledni kapitole jsou prezentovdny vysledky numerickych simulaci. Konvergenci numerického
schématu ovéfime pomoci experimentdlni analyzy konvergence pro specidlni piipad se znamym
analytickym feSenim. Déle porovndme piesnost jednotlivych fesi¢i a obou variant numerického schématu.
Na uloze se skute¢nymi materidlovymi konstantami zkoumdme efektivitu TNL feSice pfi pouZiti rizného
hardware pro CPU a GPU.



Kapitola 1

Formulace problému

V prvni kapitole popiSeme fyzikdlni kontext a matematicky model problematiky jednofizového
proudéni v poréznim prostfedi. Nejprve zavedeme zdkladni pojmy potfebné pro popis porézniho
prostiedi a jeho vlastnosti. Ve druhé ¢4sti kapitoly popiSeme jednofazové proudéni v poréznim prostiedi
pomoci rovnice kontinuity, Darcyho zdkona a stavové rovnice. V zdvéru kapitoly zformulujeme soustavu
parcidlnich diferencidlnich rovnic doplnénou o pocatecni a okrajové podminky, se kterou se budeme
zabyvat v dal$ich kapitol4ch.

VétSina pojmi je prevzata z 2] a [8]], kde I1ze najit podrobnéjsi popis této problematiky.

1.1 Porézni prostredi

Poréznim prostiedim rozumime takové prostiedi, které je tvofené primarné pevnymi litkami
(skeletem), ale které obsahuje prdzdné dutiny, neboli péry. Typickymi piiklady porézniho prostredi jsou
zemina sloZend ze Stérku, pisku, jilu a organické hmoty, molitan, nebo rostlinnd a Zivoci$na tkan. Péry
mohou byt vyplnény jednou nebo vice tekutinami (napf. vodou, vzduchem), pficemz predpokladame
ndsledujici vlastnosti [2]:

* pory tvofi propojenou sit,
* pory jsou dostatecné velké ve srovndni s rozméry molekul tekutin vyskytujicich se v systému,

* pory jsou dostate¢né malé na to, aby proudéni tekutiny bylo fizeno adheznimi silami na rozhrani
tekutiny a skeletu.

Pfi splnéni téchto predpokladd 1ze uvaZovat matematicky model proudéni tekutin v poréznim prostiedi
popsany v této praci.

Na problém proudéni v poréznim prostiedi miiZzeme nahliZet z riznych méftitek. V makroskopickém
méFitku pozorujeme jen nékteré vlastnosti porézniho prostiedi, napf. rozdilnou primérnou hrubost zrn
pisku, ale nejsme schopni rozlisit vnitfni strukturu materidlu. V mikroskopickém mé¥itku jsme schopni
rozeznat jednotlivé pdry, pfiCemz tekutiny stdle povazujeme za kontinuum. Teprve v molekularnim
mé¥itku jiZ miZeme pozorovat jednotlivé molekuly tekutin vypliiujicich péry. Proudéni tekutin 1ze popsat
v mikroskopickém méfitku pomoci soustavy Navierovych—Stokesovych rovnic s piisluSnymi okrajovymi
podminkami. Porézni prostfedi mé ale obvykle sloZité geometrické uspotfddani, které neni zndmo na
mikroskopické tirovni, navic okrajovych podminek by bylo pfili§ mnoho na to, aby bylo mozné provést
numerickou simulaci.

Pro popis procesti v poréznim prostfedi z makroskopického hlediska je nutné zavést makroskopické
veliciny, které popisuji mikrostrukturu prostiedi. Jednou z té€chto veli€in je porozita, ktera vyjadiuje podil
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Obrazek 1.1: Zavislost porozity ¢ na priméru [ referencni oblasti (2.

objemu pori v ¢asti uvazované oblasti vzhledem k celkovému objemu této ¢asti. Uvazujme oblast 2 C R?
vyplnénou poréznim prostfedim a definujme funkci

vz € Q, (1.1)

() 1 pokud bod x lezi v prazdném prostoru
xr) =
7 0 pokud bod x lezi v prostoru vyplnéném skeletem

pricemz rozhodovani, zda bod x lezi v prazdném prostoru nebo v prostoru vyplnéném skeletem, provadime
na mikroskopické drovni. Primérovanim funkce v dospéjeme k makroskopické veli¢iné ® zvané porozita.
Uvazujme tedy podoblast 2, C €2 obsahujici bod x. Pak veli¢ina ® je dina vztahem

1

Qg Q

Hodnota porozity ® v daném bod¢€ x zdvisi na velikosti oblasti €2, pfes kterou primérujeme. Na
obr. je zobrazena zavislost porozity ® na priméru [ oblasti €. Pro velmi malé hodnoty ! vykazuje
® vyrazné oscilace zptisobené nespojitosti funkce . Pfi pfekroceni urcité hodnoty [,,;.,, se hodnota
porozity ustdli na konstantni hodnoté a pro hodnoty [ > [,,,,., pfipadné makroskopické nehomogenity
opét destabilizuji hodnotu ®. Oblasti €2, pro které existuji hodnoty [,,icro @ lecro takové, Ze pro
liero << 1 < 1 aero hodnota @ nezdvisi na priméru oblasti [, oznacujeme jako reprezentativni objem,
zkracené REV[T] Pokud pro uvazované porézni prostfedi nelze pro néjaky bod &, € € urcit reprezentativni
objem, nelze ke studovani proudéni v tomto prostfedi pouZit makroskopické metody.

1.2 Jednofazové proudéni

Fazi rozumime chemicky homogenni ¢4dst zkoumaného systému, kterd se od ostatnich ¢dsti systému
li$1 svymi fyzikdlnimi vlastnostmi, a kterd je od ostatnich ¢4sti systému oddélena jednoznaéné uréenou
hranici.[2]] Podle definice jsou tedy fize na mikroskopické drovni nemisitelné. Pevnou fdzi rozumime
pevné latky, které tvoii skelet porézniho prostfedi. Obsahuje-li uvaZovany systém kromé pevné faze
pouze jednu dalsi fazi, hovoiime o jednofdzovém systému. Pokud systém obsahuje dvé nebo vice dal§ich
fazi, jednd se o vicefdzovy systém.

'Representative Elementary Volume
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1.2.1 Zakon zachovani hmoty
Zéakony zachovani hraji dileZitou roli pfi popisu zachovavajicich se veli¢in. V pripadé jednofazového
proudéni 1ze zdkon zachovédni hmoty vyjadtit pomoci rovnice kontinuity v diferencidlnim tvaru
9(®p)
ot

+V-(pu)=f, vQ. (1.3)
Veli¢iny vystupujici v rovnici (I.3)) maji nasledujici vyznam:

®(x)  Porozita porézniho prostfedi definovand vztahem (I.2). Déle pfedpokladdme, Ze porozita je
pouze funkci polohy, coz odpovidé piipadu, kdy skelet porézniho prostfedi je nedeformovatelny.

Rovnici (I.3) pak lze zapsat ve tvaru

0
@8—':+v.(pu) =f v (1.4)
p(x,t) Hustota tekutiny v jednotkach [kg - m™]. Obecng je hustota z4visl4 na tlaku p, teplot& a sloZeni
dané faze. V pripad€ nestlacitelnych tekutin je hustota konstantni, pfi aproximaci tekutiny

idedlnim plynem pfedpokladdme zévislost p = p(p) danou stavovou rovnici idedlniho plynu

pM
N il 1.5
P="Fp (1.5)
kde M je moldrni hmotnost [kg - mol_l] uvazované tekutiny, R je moldrni plynovd konstanta
[J-mol ' - K '] aT je teplota [K]. V této préci se zabyvame pouze izotermdlnim proudénim
probihajicim pfi konstantni teploté.

u(x,t) Mérny priitok, neboli Darcyho rychlost [m - sfl] uddvd mnoZstvi tekutiny, kterd protece
jednotkovou plochou za 1s. Souvislost se skutecnou primérnou rychlosti v tekutiny v pérech
u

je déna vztahem v = 3.

x,t) Clen charakterizujici zdroje a propady uvnitf oblasti ©, v jednotkdch [k .m s
f(z,1) j je a propady j g

1.2.2 Darcyho ziakon

Darcyho zdkon, ktery pro jednorozmérny pifipad empiricky odvodil roku 1856 Henri Darcy [4],
predstavuje zdkladni vztah pro makroskopicky popis proudéni v poréznim prostfedi. Obecny tvar lze
odvodit z Navierovych—Stokesovych rovnic primérovanim pies REV nebo metodou homogenizace

1
u = —;K(Vp - pg)- (1.6)

Nové veli¢iny vystupujici v rovnici maji ndsledujici vyznam:

K(x) Propustnost neboli permeabilita porézniho prostiedi [mQ]. Podle vlastnosti K rozlisSujeme
nékolik typi prostfedi. V obecném piipadé je K symetricky pozitivné definitni tenzor 2. fadu,
pri¢emz hovoiime o anizotropnim prostiedi. Pokud je prostiedi izotropni, 1ze misto tenzoru
uvazovat skaldr, tj. K = k1. Ddle rozliSujeme heterogenni prostredi, kdy K = K(x) je funkei
polohy, a homogenni prostredi, kdy K nezavisi na poloze.

1 Dynamicka viskozita tekutiny [Pa - s]. V této préci prfedpokldddme, Ze p je konstantni.
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p(x,t) Tlak tekutiny v jednotkdch [Pa].

g Vektor gravitacniho zrychleni v jednotkéch [m - 572].

Darcyho zdkon ve tvaru (I.6) je platny pouze pro pomalé proudéni Newtonskych tekutin v poréznim
prostiedi s tuhym skeletem.[2] V této préci pfedpokldddme, Ze Darcyho zdkon (I.6) plati ve vSech
uvaZzovanych pripadech.

1.2.3 Matematicky model

Za vySe popsanych predpokladi a pfi pouziti oznaceni ¢ = pu Ize rovnici kontinuity (1.4) a Darcyho
zakon (L.6) pfepsat ve tvaru

dp
d— -q = 1.7

q= —ﬁK(Vp - pg), (1.7b)

kde tlak p = p(x, t) pfedstavuje nezndmou funkci a zdvislost p = p(p) hustoty faze na tlaku je v piipadé
stlaGitelné plynné fize déna stavovou rovnici (1.3). Na oblasti  x (0,7 ) predepiSeme pocdtecni a
okrajové podminky:

p(ma[)) = pO(m)v Vo €, (1.8a)
p(mvt) = pDir(m7t)7 V(m,t) € FDir x (Oan)a (1.8b)
n(a:) ’ Q(wat) = QNeu(mvt)a V(a:,t) € FNeu X (Oan)7 (1.8¢)

kde n(x) oznacuje jednotkovy vektor vn&jsi normély v bodé x € 9f) a &asti hranice I p,,., I' n¢,, spliuji

Cpir NTnew = 0, (1.9a)
FDiT' @] FNeu = 89 (lgb)

Rovnice (1.7) pfedstavuji soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic doplnénou o algebraickou vazbu
(L.5)). Tuto soustavu lze dosazenim rovnic a (I.5) do (1.7a) zredukovat na parcidlni diferencidln{
rovnici parabolického typu.



Kapitola 2

Numericky model

V této kapitole popiSeme odvozeni numerického schématu pro feSeni soustavy parcidlnich
diferencidlnich rovnic (I.7)) na oblasti 2 C R*s pocéteénimi a okrajovymi podminkami (1.8). PouZijeme
pfi tom smiSenou formulaci metody kone¢nych prvki (MFEM])) pro aproximaci funkci p a g. Standardni
formulace této metody vSak vede na soustavu s indefinitni matici [9} 3], proto pouZijeme hybridni smiSenou
metodu kone¢nych prvki (MHFEMP), kterd vede na soustavu s pozitivné definitni matici.

V jednotlivych podkapitoldch nejprve diskretizujeme prostorovou oblast €2 pomoci numerické site,
nasledné diskretizujeme soustavu (I.7) pomoci metod kone¢nych prvki a kone¢nych objemi (FVMP) a
schéma ziskané ¢asovou diskretizaci pomoci Eulerovy metody linearizujeme pomoci metody zamrzlych
koeficientli. Vyslednou soustavu linedrnich rovnic redukujeme pomoci metody hybridizace. Na zavér
popiseme modifikaci zdkladniho numerického schématu pomoci upwindové stabilizace a algoritmus
vypoctu numerického feSeni pro ob€ varianty numerického schématu.

Pti formulaci numerického schématu vychazime predevsim z [3]] a [§]].

2.1 Diskretizace prostorové oblasti

Spole¢nym zédkladem pro metody kone¢nych prvkil a kone¢nych objemi je diskretizace prostorové
oblasti pomoci numerické sit€. Oblast Q2 C R? pokryjeme koneénym systémem K;, navzdjem disjunktnich
oblasti K s jednoduchou geometrickou strukturu,

U K= .1

Keky,

Prvky systému /C;, nazyvame elementy a h > 0 oznacuje pramér nejvétsiho elementu K € KCj,. Nejéastéji
pouZivané geometrie elementii jsou:

¢ vR: usecky,
. vR%: trojihelniky a ¢tyfuhelniky,
. vR®: Ctytstény, kvadry, jehlany,

pti¢emz se pro jednoduchost zpravidla pfedpoklada, Ze oblast {2 ma takovy tvar, Ze ji 1ze presné pokryt
elementy poZadovanych tvart.

IMixed Finite Element Method
2Mixed Hybrid Finite Element Method
3Finite Volume Method
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(a) Strukturovana sif (b) Nestrukturovana sit (¢) Nekonformni sit

Obrézek 2.1: Priklady numerickych siti pokryvajicich obdélnikovou oblast. Na obrdzku|(a)|je zobrazena
strukturovand konformni sit, na obrazku [(b)| nestrukturovana konformni sif a na obrdzku [(c)| nekonformni
sit.

Hranice 0K elementu K € K, je tvofena koneénym sjednocenim vrcholii, hran a stén. MnoZiny
vSech vrchold, hran a st€n oznac¢ime po fadé Vy,, &), a F,. Siti M, pak nazyvame mnoZinu vSech vrchold,
hran, stén a elementt, tedy M, = V;, U &, U Fp, U K},. Pro sité v R? ddle zavedeme znadeni, které
vyuzijeme v nasledujicich kapitolach. Pocty vSech vrchold, hran a elementd sité M, oznac¢ime po fadé
Ny, Ng a Ng.. MnoZinu vn&jich hran sitd M, oznatime jako &;"" = {F € &,; E C T'} a analogicky
definujeme mnoZinu vnitfnich hran & = {E € &,; E ¢ T'}. Pro mnozinu hran piislu$nych danému
elementu zavedeme oznaleni i = {F € &,; E C 0K }.

Pokud maji elementy spole¢nou ¢dst hranice, fikdme, Ze jsou sousedni. Sit, ve které pro kazdé dva
sousedni elementy K1, Ky € K}, plati 0K1N0K,y € My, nazyvame konformni. Naopak nekonformni sité
jsou charakterizovany tim, Ze spole¢nd ¢ast hranice sousednich elementli miZe tvofit pouze ¢ast néjaké
hrany nebo stény. Déle rozliSujeme strukturované sité, které jsou tvofeny elementy pravidelnych tvard,
napf. obdélniky. Pokud maji vSechny elementy strukturované sité stejné rozmeéry, jedna se o ekvidistantni
sif. Elementy nestrukturovanych siti maji rizné tvary a rozméry nebo jsou rozmistény nepravidelng.
Piiklady riznych typi siti jsou zobrazeny na obr. [2.1]

V praxi se pouZivaji rizné typy siti, volba sité zavisi na typu studovaného problému a pouzitém
numerickém schématu. V této prici se didle omezime na ekvidistantni konformni obdélnikové sité a
symboly h, resp. h, ozna¢ime rozméry elementli v z-ovém, resp. y-ovém sméru.

2.2 Diskretizace Darcyho zakona

2.2.1 Slaba formulace

Prvnim krokem pfi odvozeni metody konecnych prvkidl je zeslabeni pojmu feSeni parcidlni
diferencidlni rovnice spolu s podminkami (1.8) a vazbou (1.3). Pfedpokldddme, Ze p > p, > 0 na
) a Ze tenzor permeability K je symetricky a pozitivné definitni, a tedy regularni [1]]. Rovnici lze
tedy pfepsat ve tvaru

Vp = —%K_lq + pg. (2.2)
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Rovnici (2.2) déle vyndsobime libovolnou testovaci funkei w € [C’OO (ﬁ)] ‘a integrujeme pies 2 C RY,

/Vp'w:—/’l;(Klq)'w—l—/pg-w. (2.3)
Q

Q Q

Upravou integrélu na levé strané rovnice (2.3) pomoci Greenovy formule déle dostaneme

/pw-n—/pv-w:—/Z(K_lq)‘w—l—/pg'w, 2.4)

r Q Q Q

kde m znadi jednotkovy vektor vnéj$i normdly oblasti 2 na hranici I'. Ddle se omezime na funkce
a\1a p p p . . p < .
w e [C’OO (Q)] , pro které plati w - n = O na I' y,, @ pro Gpravu prvniho integrdlu na levé strané rovnice

(2.4) vyuZzijeme okrajové podminky (1.8b):

/pmrw-n—/pv‘wZ—/l;(K_IQ)'er/pg-w- (2.5)

Tpir Q Q Q

Ziejmé kazdé feSeni (p, ) ptivodni rovnice (I.7)) na oblasti € fesi také (2.5]) pro libovolnou volbu funkce

w € [COO (ﬁ)]d, rovnici (2.5)) vSak 1ze splnit za slabsich pfedpokladi neZ jsou pozadavky na hladkost
klasického feSeni.
Na © C R? definujeme prostor funkei H(div, Q2),

H(div, Q) = {w e LX)V we LZ(Q)} . (2.6)

Pro funkce w € H(div, ) 1ze definovat normdlovou stopu w - 1|, kterd splituje Greenovu formuli

/V-wv+/w~V1}:/w-nv, VveHl(Q). 2.7)

Q Q r

kde H 1(9) oznacuje Soboleviv prostor [3]. Pro T C I' tedy miZeme definovat podprostor prostoru
H(div, Q) obsahujici funkce s nulovou normalovou stopou na T,

Hy v (div, Q) = {w € H(div, Q) | w - n|y = 0} (2.8)

Pro splnéni Neumannovy okrajové podminky dale ptfedpoklddame, Ze existuje funkce
g € H(div, Q) takovd, Ze § - nlr,,, = qne,. Funkee p € L2() aq € ¢+ Hyp,_ (div, Q) spliujict
rovnici (2.3) pro kazdou w € Hyp_ (div, Q) nazyvdme slabym resenim rovnice (2.2).

2.2.2 Raviartiv-Thomasiv prostor

Pro tucely diskretizace funkce g si pripravime vhodny kone¢nédimenziondlni podprostor prostoru
H(div, ©2). Jedny z pouZivanych prostord jsou Raviartovy—Thomasovy prostory, v této prici pouZijeme
Raviartiiv—Thomasiv prostor nejnizsiho fadu RT,(K;,).

Pfi definici prostoru RT(K;,) vyuZijeme rozklad oblasti {2 na kone¢ny systém podoblasti K € K},
kde na kazdém takovém elementu K definujeme prostor RT(K) jako kone¢nédimenziondlni prostor
generovany bazickymi funkcemi wy i € H(div, K), E' € £x. Konkrétni volba funkci wi p je zdvisld
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E4 E4
«— «— €« <« < > > o> 5 —>
«— «— €« <« < > > o> 5 —>
Blle— « <« <« < | Ey E; > > > — —| by
«— «— <« <« < > > o> — —>
«— «— <« <« < > > o> —> —>
E3 ES
(@) wgi g, () wk g,
E, Ey
v v Pttt
Y oY v v v O N N
Eil v v v v v |Ey £y S R T S )
¥ ¥ ¥ N ¥ A A A A A
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by by
©) wk E, (d) wg g,

Obrézek 2.2: Vizualizace bazickych funkei prostoru RT (/) na obdélnikovém elementu K.

na geometrii element & . V R? pro obdélnikovy element K = (0, k) x (0, h,,) volime bazické funkce

ve tvaru
1 faxy—h 1 [«
WK E, (x) = m < ! 0 x) ) WK,EQ(iU) = @ (01> )

1 0 1 0
wK,E3(:B)—® SUz—hy ) wK,E4(f'3) —m zy)

kde z{, x5 znaci slozky vektoru x € R? |K | oznacuje objem elementu K a Ey, Ey, E3, E, zna¢i postupné
levou, pravou, dolni a horni hranu elementu K. Bazické funkce jsou voleny tak, aby spliiovaly podminky

2.9

1
VLUK7E(£C) = m, \V/.CUEK, (2103)
1
CUK’E(E)'TL[QF: WéEF, Va € F, (2.10b)
kde ny p oznacuje jednotkovy vektor vnéj$i normdly na hrané F' € £y vzhledem k elementu K, |F|
oznaluje délku hrany F' a 0 oznaCuje Kroneckerovo delta. Z podminek (2.10) déle plyne
/V wi p(x) =1, (2.11a)
K
/WK,E(w) "Nk F=0pp. (2.11b)

Nyni definujeme prostor RT((K;) pomoci lokdlnich prostort RT((K) tak, aby se jednalo o
podprostor prostoru H(div, 2). Podle definice plati RT,(K) C H(div, K). Definujme tedy prostor

RTI(K,) = {w e [L2(Q)" ‘ VK € K, w|x € H(div, K)} . (2.12)
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Prostor RT{(K;,) viak neni podprostorem prostoru H(div, Q). Ve smyslu tvrzeni 1.2 v knize [3, str. 95]
navic po funkcich w € RTg(ICh) poZadujeme spojitost normdlovych stop na vnitfnich hranich sité.
Tuto vlastnost miiZzeme ekvivalentné vyjadrit pomoci bilanéni podminky, kterou pouZijeme pro definici
prostoru RT(/C},):

RT(K),) = w € [LX(Q)]" | VK € K),, w|x € RT(K); VE € ™, B € &k, NEk,,

/UJ|K1 -nKl,E+/w|K2 "I’LK2’E =0;. (213)
E E

2.2.3 Aproximace neznamych funkci

V rovnici (2.3) aproximujeme funkce p € L*(Q)aqeq+ Hyr,., (div, Q) pomoci funkei p;, € V,
agq, € q,+ Wy, kde V), C LQ(Q) a W, C Hyp,,  (div,§) jsou zvolené kone¢nédimenziondlni
podprostory a @, aproximuje funkci g na I',,,. Prostor Vj, volime jako prostor funkci konstantnich na
elementech K € K, tedy

Vi, =span{xg | K € K}, (2.14)

kde X oznacuje charakteristickou funkci elementu K C (). Vyjadienim funkce p; pomoci bazickych
funkcf prostoru V}, ziskdme

Ph= Y PKXkK- (2.15)
Keky,

Aproximaci p funkci p;, rozumime ve smyslu ortogondlni projekce funkce p do konecnédimenzionédlniho
podprostoru V},, tedy

/pr%/pth =/ > Py :pK/XK = px| K] (2.16)

Q Q K K'ek, K

Koeficienty pj tedy odpovidaji sttednim hodnotdm funkce p na jednotlivych elementech K € Kp,.
Prostor W, volime jako podprostor Raviartova-Thomasova prostoru RT;(X;,) s ohledem na okrajové
podminky,

W), = RT((K;,) N Hyp,. (div, Q). (2.17)

Nejprve vyuZijeme reprezentace funkce q;, na kazdém elementu K € K;, pomoci bazickych funkci wy g
prostoru RT(K),

anlx = Z 9K, EWK,E- (2.18)
E€&y

Podobné jako v pripadé€ skaldrni funkce, aproximaci vektorové funkce q funkci q;, rozumime ve smyslu
ortogondlni projekce funkce ¢ — q € Hy p o, (diV, ) do podprostoru W ,. Integraci normélové stopy
d|k - nk g vzhledem k elementu K pfes hranu E dostaneme

1
/Q|K "N p R /%\K "MK E Z/ Z K, FWKF MKE = /|E|QKE =4K.B- (2.19)
E

E E E Fe&y
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Koeficienty g f tedy odpovidaji numerickému toku vektorové funkce g hranou E' € £ ve sméru vnéjsi
normdly vzhledem k elementu K. Ddle uvazujme dva sousedni elementy K, Ky € K} se spole¢nou
hranou E' € &k, N k. Podminku spojitosti normélovych stop funkce gj, na hrané E, poZadovanou v
definici prostoru RT(K},) (2.13)), nyni miizeme vyjadfit pomoci koeficientli i,  a gk, g Ve tvaru

4K, B T 4K, =0. (2.20)

Tato podminka odpovidéd pfedpokladu nulovych zdrojovych ¢lent na hrané E a predstavuje tedy lokaln{
bilanci hmoty.

V rovnici (2.5) nahradime funkce p a g funkcemi p;, a g, pfiemz testovaci funkce w bereme z
prostoru W

/ Ppirw - T — /phv W= — / pﬂ(K_IQh) ‘w+ /Phg ‘W, Vw € Wy, (2.21)
FDir Q Q h Q

kde p;, = p(pp,)- V hybridni formulaci ddle ptejdeme k prostorim RT (k') definovanych na kazdém
elementu K € ;. Integraly pies oblast {2 miiZeme zapsat jako soucty integrall pres jednotlivé elementy
a na kazdém elementu K vyjadfit w|g pomoci bazickych funkci prostoru RT(K).

Zabyvejme se nyni integrdlem pies I'p;,. v rovnici (2.21)). Pomoci Greenovy formule muiZeme
snadno nahlédnout, Ze pro libovolné funkce v € H'(€2) a w € H(div, Q) plati rovnost

/vw-n: > /W\K-naK, (2.22)
r Keknpre

kde nyg oznacuje vektor vnéjsi normdly vzhledem k elementu K na hranici K. Pro funkci p € V},
vSak kvili nespojitostem mezi sousednimi elementy nelze dobfe definovat stopu na hranici elementu
0K, pomtzZeme si tedy trikem popsanym v knize [3, kap. 5.1.2]. Definujme prostor funkci po ¢astech
konstantnich na hranéch sité &,

a jeho podprostor

Apiyr =9 €A ‘ VE € &, NT'p;, /Ah = /pDir : (2.24)
B o

Bud déle (py,, q;,) feSeni smiSené formulace (2.21)). Pak existuje pravé jedna funkce p;, € Ap,, takova,
Ze plati

> /ﬁhw "MyK — /th W= —/;;(K_l%) Wt /Phg ‘w,  Vw e RTH(Ky).
Kekngk Q Q Q
(2.25)

Diulezitym vysledkem je, Ze v rovnici (2.23) nepozadujeme spojitost funkci w na vniténich hrandch sité.
Funkci gj, vSak stdle hleddme v prostoru RT;(K},), coZ zajistime pomoci propojovacich podminek (2.19).
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2.2.4 Diskrétni Darcyho zakon
Rovnice (2.25) je ekvivalentni soustavé lokdlnich rovnic pro jednotlivé elementy:
~ Hore—1
/pth,E'"aK _/phv'wK,E = _/Ph(K Qh)'wK,E+/phg'wK,E¢

oK K K K

S vyuzitim vlastnosti bazickych funkei prostoru RT(K) (2.11)) upravime levou stranu rovnice (2.26) do

tvaru
/ﬁth,E "My — /phv'wK,E = Z /ﬁth,E'nK,F - /phv'wK,E

oK K Felk K
= Z pF/wK,E'"K,F PK/V'WK,E
Fe€x >
=DPE — PK; (2.27)

pfiemz pp pfedstavuje stopu tlaku p na hrané E, pp = py,|g. Prvni integrdl na pravé strané rovnice
(2.26) zapiseme ve tvaru

Borr—1 H -1
/(K @) wWrE= Y kF-— /WK,E (K wg p), (2.28)
Ph Fee PK
K K K
kde px = p(pg ). Celkové pomoci ([2.27) a (2.28) piepiSseme rovnici (2.26) ve tvaru
PE —PK = — Z Ik FOK g F + éK,Ea (2.29)
Fey

pfi¢emz pro integrdly na pravé strané rovnice (2.26)) jsme zavedli oznaceni

1
_1 -
QK EF = M/WK,E : (K wK,F); UK EF = FaK,E,F7 (2.30a)
e K
GK,E' = /g TWKE éK,E = pKGK’E. (2.30b)
K

Znaceni (2.30) 1ze lokdlné na kazdém elementu K € K, zapsat v maticovém resp. vektorovém tvaru

~ — 1
ag = [ag p.r] B Ry’ ag = [ag pr| BFeg, — Eafa (2.31a)
Gy =[Gk Begy G = [éKE} pee. PG E- (2.31b)

Za predpokladu, Ze K je symetricky a pozitivné definitn{ tenzor, je matice aj symetrickd a pozitivné
definitni, a tedy také invertibilni [[1]. Ozna¢me tedy

31_(1 =Ag = [AK,E7F} E,Fe€y (2.32)
ag =Ayx = {EKEF} Bree. P AK EF- (2.33)

Inverzi (2.29)) ziskdme vztah
Ixk.E = Z XZK,E,F (pK —pr+ éKF) ; VK € Ky, VE € &, (2.34)

Fe€y

ktery predstavuje Darcyho zdkon v diskrétni podobé.
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2.2.5 Vypocet prvki lokalni matice

Dale budeme potfebovat znit hodnoty prvkid lokdlnich matic Ay a vektori Gy definovanych
na kazdém elementu K € K. UvaZujme tedy referencni element K = (0, h,) x (0,h,) o objemu
|K| = hyh,, pfiemZ symboly E,, E,, E3, E, stejné jako v sekci ozna¢ime postupné levou,
pravou, dolni a horn{ hranu elementu K.

Dile pfedpoklddejme, Ze gravitacni zrychleni ptisobi pouze ve sméru osy y a oznatme g = (0, —g,,).
Podle definice bazickych funkei 2.9) plati g - wy g, = g - wik p, = 0 atedy také G p, = G g, = 0.
Vypoctem integrdlu (2.30b) uréime zbyvajici sloky G p, = —Gg g, = % gyhy. Celkové lze vektor
G i zapsat ve tvaru

(2.35)

Prvky matice aj uréime pro piipad, kdy tenzor K = kI popisuje izotropni prostiedi a je konstantn{
na elementu K. Pfi vypoctu vyuZijeme toho, Ze skaldrni souCin wy g - wp  bazickych funkei pfislusnych
sousednim hrandm E, F' € & je identicky roven nule na K. Navic vime, Ze matice ay je symetrickd,
takZe vypoctem integralu (2.30a) staci uréit hodnoty étyf diagondlnich a dvou mimodiagonélnich prvka.
Celkové lze matici ay zapsat ve tvaru

h(E hI
ap = k! o 000 (2.36)
K76 0 0 2 M '
0 0 —pr 2

V ¢léanku [17] je ukdzédno, Ze vyslednd matice soustavy pro MHFEM neni pti pouZiti obdélnikovych
elementd M-matice, coZ mtize zpdsobit oscilace v numerickém feSeni. Proto pouZijeme metodu mass-
lumping a integraly (2.30a)) spo¢itdme pouze pfiblizné pomoci numerické integrace

K] §
[el@ae~ 1Y €@, .37)
K =1

kde body z; oznacuji vrcholy elementu K. Matici ag tedy aproximujeme matici a%), jejiz prvky jsou

dany integrély (2.30a) spocitanymi pomoci (2.37). Matice aﬁ? je diagondlni a m4 tvar

h’Z
e 0 0 O
0 ko o
o 1 .4 h
ap ~a; =—uk v (2.38)
KR TRk 0 0 M g
0 0 0
Matici Ay = a}l pak aproximujeme inverzi matice a%), tedy
20000
h
El1]0 &£ 0 0
Ap~2- ha ) (2.39)
pl 0 0 = 0
Y
h'ﬂ
0O 0 0 ny
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2.3 Diskretizace rovnice kontinuity

Rovnici (I.7a) diskretizujeme pomoci metody koneénych objemi (CFVM?) s centrem konecného
objemu v téZisti elementu.[|10] Reseni této rovnice hleddme na oblasti Q x (0, T), pticemz pro diskretizaci
prostorové oblasti {2 pouzijeme stejnou sif X;,, jakou jsme pouzili v kapitole Casovy interval [0, T f]
diskretizujeme pomoci mnoziny 7T,

T={0=ty<t;<..<t,=Ty}, (2.40)

pficemz délky casovych krokti oznac¢ime jako At; = t;, | — t;. Ddle budeme znacit §i hodnotu funkce ¢
viaset; € T,tedy & = £(-, ;).
Dosazenim (I.5)) do rovnice (I.7a) a integraci pfes libovolny element K € K}, dostaneme

éé;/fb(a:)p(w,t)—i-/v-q(x,t) :/f(a:,t). (2.41)
K K

K
Dadle predpoklddame, Ze porozita ® je konstantni na elementu K. Prvni integral na levé stran€ a integral
na pravé strané rovnice (2.41)) nahradime stfednimi hodnotami pfislusnych veli¢in, funkce p a f tedy
aproximujeme pomoci funkéntho prostoru V}, definovaného v kapitole Druhy integrél na levé
strané rovnice (2.41)) upravime pomoci Greenovy formule, ¢imZ dostaneme

D M dpg ()
RT dt |K|/ z,t) nog(x) = fx(t), (2.42)

N P

kde nyg () oznaCuje jednotkovy vektor vnéjsi normaly v bodé x € JK vzhledem k elementu K. Pro
Casovou diskretizaci semi-diskrétniho schématu (2.42)) pouzijeme zpétnou Eulerovu metodu. Tim ziskdme
diskrétni schéma

&M z+1_ z' )
];(T P AL +— Z/ ngp=fid, VK€K, (2.43)
EGEKE
N——
=X 5

NN

kde n g g oznacuje jednotkovy vektor vn€jsi normély na hran€ £/ vzhledem k elementu K. Koeficienty

qu g Vystupujici v rovnici (2.43) odpovidaji toku funkce g pies hranu E ve sméru vnéj§i normadly
vzhledem k elementu K v Case t = 1, ;.

2.4 Sestaveni hlavni soustavy rovnic

Pro spojeni rovnic (2.34) a (2.43) potfebujeme vyjadfit hodnoty koeficientii gy v Case t = ;4.
Nehnea.rnl vztah (2.34) linearizujeme v ¢ase pomoci metody zamrzlych koeficientii. Pfi vypoctu hodnot

qK E vyuZijeme hodnoty A} K.EF @ G K,E Zavisejici na py z predchozi Casové hladiny, ¢imZ ziskdme
i+1 i+1,

linedrni vztah pro py-~ app *:
?E—ZAKEF( 1 Z+1+GKF) VK € Ky, VE € &. (2.44)
Fefy
Proto diskrétni schéma (2.43) ozna¢ujeme jako semi-implicitni.
Dile sméfujeme k sestaveni soustavy rovnic pro nezndmé p”l, plgl K tomu ndm poslouZi vztah
([220) platny pro vniténi hrany E € " nezévisle na &asové hlading. Potiebné vztahy pro okrajové hrany
E € & ziskame diskretizaci okrajovych podminek.

4Cell-Centered Finite Volume Method
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2.4.1 Diskretizace okrajovych podminek

iy ext

Pri diskretizaci okrajovych podminek predpokladdme, Ze na vSech vnéj$ich hranach £ € &), je dana
podminka pravé jednoho typu, plati tedy bud' £ C I'p;, nebo E C I'y,,,. Tento pfedpoklad lze chépat
jako diskretizaci podminky (T.9). Ddle oznacime £ resp. £ “* mnoZiny hran, na kterych je predepsand
podminka Dirichletova resp. Neumannova typu.

Podle (2.19) maji koeficienty qx g vyznam toku funkce q pfes hranu £ ve sméru vnéjsi normdly.

Neumannovu podminku na hrané E € & “* tedy mazeme vyjadfit pomocf integralu

Q%,E = /QNeu(muti) = q?Veu(E)' (2.45)
E

V piipadé Dirichletovy podminky (1.8b) na hrané¢ E € &P mbzeme v souladu s (2.24) ptimo
spocitat stopu tlaku na hrané F:

. 1 :
PE = IF3] /pDir(:thi) = ppir(E). (2.46)
B

2.4.2 Redukce soustavy

Spojenim diskretizované transportni rovnice (2.43)), diskrétnitho Darcyho zakona (2.44)), bilance toku
na vnitfnich hrandch (2.20) a okrajovych podminek (2.43)) a (2.46)) ziskame soustavu Ny + N, linedrnich
rovnic pro stejny pocet nezndmych p’;}Ll pgl, kterou pfi oznaceni

oMK | |
N = DMIEL e~ 47)
7
zapiSeme ve tvaru
N (B! = pic) + D0 D Akpr (Gior—pi '+l ) = FiTL VK€K, (48
EcEy Feéy
> > Akpr (@KF — P+ pi{él) =0, VE € &M, (2.48b)

K:E€Ey FEEy

> Acnr (Cror i + ") = VLB, VE €&, 2480
Feéy,
K:FEefy

P = poa(B), VE €&, (2.48d)

Tato soustava je vSak pro feSeni zbytecné velkd — mliZeme totiZ vyuZit jeji blokové struktury a pomoci
s SN o : e +1
metody hybridizace sniZit poCet rovnic v tloze. Z rovnice vyjadiime pl

A 1 . o ~ ~. ,

it = | Fi  Nevke = Y A (Gior -0 | (2.49)
K T Ak Fe&y

kde jsme pouZzili oznaceni

~Z}<,E = Z g@(,E,ﬂ Ay = Z glKE (2.50)
FGSK EEEK
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Dosazenim do (2.44) dostaneme

1 ~i ~i 1
q}?E = Z Ak pr (GZKF — P ) + A% gDy

Fe€x
i
K,E

= Z A pF <GKF pZH) + N+ AL Fit + Niepe — Z Ax (GKF PlH)

Fe&y Ak + Ak Fe&y

. Al A ) Al ;

= 3 (Akmr - ) (Cp - o) + o (FT - Xipk) . @5

Feey A + Ak Mg + Ak

E;(,E,F

Pomoci (2.51)) nyni stejnym postupem, jakym byly odvozeny rovnice (2.48b)) a (2.48¢)), ziskame soustavu

A

A .
S Y Bipr (Gior—pi") + 2 (B + Nieni ) | =0, vE € &,
K:BcEx | Fex K+ Ak
(2.52a)
o o
Z B}(,E,F (GzK,F p;’H) + 7 _'_’gi < H_l +)‘K K) = qx;_ei(E) VE € gNeu7
Fee K+ Ak
(2.52b)
A = E), vE <SP
(2.52¢)

Soustavu @]} o dimenzi Ny + Ny jsme tedy metodou hybridizace prevedh na soustavu (2.52) pro Ng
nezndmych p'd * doplnénou o explicitnf vztah (2.49 (249) pro Ny nezndmych pil'. Soustava (2.52) je ¥idk4,
fadky odpovidajici rovnicim (2.52a) obsahuji 7 nenulovych prvki, fadky odpovidajici rovnicim (2.52D)
obsahuji 4 nenulové prvky a fddky odpovidajici rovnicim obsahuji 1 nenulovy prvek.

2.5 Algoritmus vypoctu

~ Diskrétni schéma (2.43) udava, jak spocitat aproximaci feSeni pzﬂ v Case t;, 1 pomoci aproximace
pj, z predchozi ¢asové hladiny ¢,, pficemZ zndme po&étecni stav v Sase t,. Abychom ziskali aproximaci
feSeni v Case t = T'y, musime itera¢né urcit aproximaci ve viech predchozich ¢asovych hladinach ¢, € 7.
Podrobny algoritmus vypoc¢tu numerického feseni pak vypada takto:

Algoritmus 1

1. Zvolime h > 0 a oblast Q@ C R? pokryjeme strukturovanou konformni obdélnikovou siti /Cy,.
Casovy interval diskretizujeme pomoci mnoZiny 7.

2. Nacteme vstupni data charakterizujici dlohu, napf. porozita, permeabilita, pocatecni podminka a
dalsi parametry.

3. Diskretizaci pocéte¢ni podminky uréime stfedni hodnoty tlaku p% na jednotlivych
elementech K € K, na vychozi ¢asové hladiné ty. Podobné diskretizujeme okrajové podminky

pomoci 2.45) a (2.46).
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4. Na kazdém elementu K € K, vypocteme dle (2.39) a (2.35) prvky lokélni matice A a slozky
vektoru G Jsou konstantni v Case, proto je staci vypocitat jen jednou.

5. PoloZime 7 = 0.
6. Dokud ¢; < T', opakujeme nasledujici kroky:

6.1. Sestavime matici redukované soustavy (2.52)) a vektor pravé strany.
6.2. Resfme soustavu N linedrnich rovnic pro Ny neznamych pgl.
6.3. Na kazdém elementu ur&ime hodnotu p’f* podle (Z-49).

6.4. Ptejdeme na ndsledujici ¢asovou hladinu, ¢+ — ¢ + 1.

7. V case t; = Ty ziskame numerické feSeni dané ulohy.

2.6 Upwindova stabilizace

Jak uvidime v kapitole[d.3] numerické schéma popsané v predchozi ¢dsti kapitoly [2]nenf stabilni pro
siln€ advek¢ni dlohy. Popsané numerické schéma proto modifikujeme pomoci metody upwindu, ktera je
jednou z Casto pouzivanych metod pro stabilizaci numerickych schémat pfi feseni hyperbolickych zakont
zachovdni.

V kapitole jsme tok g = pu aproximovali piimo pomoci funkce q; z Raviartova—Thomasova
prostoru, nyni vSak prostorovou diskretizaci provedeme v zdvislosti na sméru toku pies elementy sité.
Darcyho rychlost w aproximujeme pomoci funkce u;, € RT((K;,), stejnym postupem jako v kapitole
[2.2]tak pfi vyjadieni

unlk = ) Uk pWip, (2.53)
Ee&y
kde wy ;7 jsou bazické funkce prostoru RT(K'), dostaneme diskrétni Darcyho zdkon ve tvaru
ugp= Y. Axpr (pK —Pr+ éK,F) ., VK€K, VE € &y, (2.54)
Fefy
a bilan¢n{ podminku pro numericky tok funkce wu;, na vnitfnich hranéach sité 1,
uKl,E+uK2,E:0’ VEEEh,EEé'KlﬂEKQ. (255)
Nahradou g = pu v rovnici (2.41) dostaneme
S @t + [ V-l ) = [ ) 2.56)
T dt x)p(x, plx, u(x,t)) = x,t). .
K K K

Dile postupujeme stejné jako v kapitole [2.3] Nahradou prvniho integralu na levé stran¢ a integrdlu na
pravé stran€ rovnice (2.56)) sttednimi hodnotami pfislusnych veli¢in a tpravou druhého integrilu na levé
strané rovnice (2.56) pomoci Greenovy formule dostaneme

i M dpk(t) n RS
RT _dt K]

> PR / u(x,t) - ng p(x) = fr(t), (2.57)

Bety )

ug, g (t)
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kde pi"(t) predstavuje upwindovou hodnotu hustoty na hrané E, jejiZz volbu upfesnime pozdgji.
Nelinearni semi-diskrétni schéma (2.57) diskretizujeme v Case pomoci zpétné Eulerovy metody a
linearizujeme pomoci metody zamrzlych koeficientd. Tim ziskdme diskrétni schéma

d.M i+1 i ‘
o b A7 Z Pt — [l VK € K, (2.58)
¢ EeEK

Nyni jiZ miZeme upfesnit volbu koeficientt p3,""", které volime dle sméru numerického toku funkce
u,, pres hranu F na stejné ¢asové hladiné:

, pi pokud ) >0 i
sz,upw = {lel iinak K, E Z Y VE € g}zlntvE c gKl a 5K27 (2.59a)
K )
, ; okud uf, g > 0,
g = {Zf(l (E) jpinak s VE € & E € £, (2.59)
Dir 4

kde piKL = p(piKL) a pzbir(E) = p(piDir(E )) predstavuje stiedni hodnotu hustoty na hrané F pfedepsanou
dle Dirichletovy okrajové podminky (2.46). Zde je nutné podotknout, Ze pro korektnost volby upwindové
hodnoty na hranici oblasti I' je potfeba znat hodnotu hustoty kromé Dirichletovy ¢asti hranice I'p;,. také
na ¢4sti Neumannovy hranice I'y,,,, kde tekutina vték4 dovnitf oblasti, tedy

IM](\feu = {32 € I'veu | q(mat) ’ n(ac) < 0} : (2.60)

Spojenim diskretizované rovnice kontinuity (2.58)), bilanéni podminky (2.53)) a okrajovych podminek
(2.45)) a (2.46) dostaneme soustavu Ny + N linedrnich rovnic pro stejny pocet neznamych p%rl,pgl,

kterou pii znaceni (2.47) zapiSeme ve tvaru

e (P =i )+ 20 o™ > Ak (Gior —pi" +0") = FiT', VK €Ky,

(2.61a)
> X Awer (G — i +0i") =0, vE € &,
K:EcE Fety
(2.61b)
>° picAxr (Cior —pi +9E") = dWa(B). VE € &),
Fe&y,
K:FEefk
(2.61¢)
PE = ppn(E), VEE€&.
(2.61d)
Podobné jako v kapitole[2.4.2]pomoci metody hybridizace redukujeme soustavu ( . Z rovnice
i+,
vyjadiime py :
% 1 %,
pl‘{'rl = —n Z+1 + )\K P — Z P uprKF ( p’L};‘rl) s (262)

1 1
Kk + Ak Fegy
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kde jsme vyuzili aproximace A  ~ A(K) kde A(Z)

Diéle jsme pouZili oznaceni

= diag{ Ak r} ree, je dle (2.39) diagondlni matice.

= > PP Ak . (2.63)
Ec&g

Dosazenim (2.62) do rovnic (2.61b) a dostaneme podobné jako v kapitole [2.4.2] findln{ soustavu
linedrnich rovnic pro pglz

A .
Z Z BKE F (GKF pZH) + % ( Fiit 4 AKPK) =0, VE € &,
K:Ec& |Felx Ak + Ak

(2.64a)

. A .
Pk Z B . r (GKF PZH) + 2 (F ( B+ /\KPZK> = Qneu(E), VE €&,

ol Mo + A%
K:EG&K .
(2.64b)
PE =PpalE), VEEE,
(2.64¢)
kde
A Ap A
B pp=Axpp— —E L jhurw, (2.65)

Moo + Al

2.6.1 Algoritmus

Numerické schéma s upwindovou stabilizaci je modifikaci zakladni varianty numerického schématu,

N 2 M2

kterému jsme se vénovali v pfevazné Cdsti kapitoly 2] Algoritmus vypoctu numerického feeni pii pouZiti
upwindové stabilizace se proto oproti algoritmu[T]zméni jen v nékterych bodech, které jsou popsany niZe:

* Pfi inicializaci ve l bodu algoritmu je potfeba inicializovat upwindové hodnoty hustoty pO P

na
hrandch sité. Poc¢4te¢ni hodnoty zvolime takto:
0 0 t
oo _ [ 3 (b, + k) ProE €& E € &k, NEx,, .66
B = .
p(}gl pro E € &M E € &k, s
kde p(f)ﬁ =p (p?(), t = 1,2 oznacuje hustotu na elementu K, ziskanou pomoci pocitecni

podminky p%L.

» Pfi sestavovdni matice soustavy v bodu misto koeficientli B}(? g, F pouZivime koeficienty
By g a piislusné vztahy (2.63) a (2.63).

* Pfi aktualizaci stfednich hodnot tlaku na elementech v bodu [6.3] pouZivime misto vztahu (2.49)
modifikovany vztah (2.62).

* Pfed pfechodem na nasledujici ¢asovou hladinu ¢;,; vypo¢teme dle defini¢nich vztaht (2.59)

i+1,upw

upwindové hodnoty p pro novou ¢asovou hladinu.



Kapitola 3

Implementace

Tato kapitola poskytuje podrobny popis implementace numerického schématu pro feSeni tlohy
popsaného v kapitole[2] V podkapitole[3.1]se nejprve zabyvame zdkladnim fesi¢em vyuZivajicim knihovnu
UMFPACK [6l |5, [7]] pro feSeni fidkych soustav linedrnich rovnic pomoci pfimych metod. V nasledujici
podkapitole [3.2] popiSeme implementaci feSi¢e pomoci knihovny TNL, kterd poskytuje efektivni{ iteracni
reSice pro feseni fidkych soustav linedrnich rovnic. TNL soucasné poskytuje jednotné rozhrani pro paraleln{
architekturu CUDA a umoZiluje tak psit programy spustitelné na CPU i na GPU.

S ohledem na rozdily mezi variantami numerického schématu popsané v kapitole [2.6.1] se pfi
popisu implementace omezime na zdkladni schéma bez upwindové stabilizace, modifikované schéma
je implementovdno velmi podobné&. Primdrnim cilem této kapitoly je poskytnout uZivatelsky manual ke
kédu dostupnému k této praci v digitdlni podobé. Komentéie v kédu a ndzvy funkci jsou v anglicting a
mély by byt intuitivni, tudiZ nejsou bliZe v této praci vysvétlovany. Pti popisu je kladen diiraz na podstatné
rozdily mezi implementacemi vyuzivajicich riiznych knihoven.

3.1 Resi¢ vyuzivajici knihovnu UMFPACK

Nejprve popiSeme zdkladni feSi¢ implementovany pomoci jazyka C++ a knihovny UMFPACK, ktery
primdrné slouzil jako odrazovy mustek pro vyvoj netrividlniho feSice s vyuZitim knihovny TNL. Postupem
casu vSak z didvodu testovani bylo potfeba v urcitych vécech napodobit TNL, aby bylo mozné srovnani
obou fesicl. Zakladni struktura fesice pti pouZziti knihovny TNL je vSak velmi odli$né a popis zdkladniho
feSice tak umoZzn{ zdliraznit hlavni rozdily mezi jednotlivymi implementacemi.

Pro obecnost kédu v hlavnim hlavickovém souboru definujeme vlastni typy IndexType a RealType,

které bude moZné ménit podle potieby:

typedef double RealType;
typedef int IndexType;

Zikladem fesice je tfida Solver, kterd je implementaci algoritmu popsaného v kapitole[2.5] Pro praci s daty
déle definujeme pomocné tiidy. Vlastnosti strukturované ekvidistantni obdélnikové sit€ vyjadiime pomoci
tfidy RectangularMesh, hodnoty diskrétnich veli¢in uloZime v objektech typu Vector a hlavni matici
soustavy sestavime v objektu typu SparseMatrix. Vazby mezi jednotlivymi objekty jsou schematicky
zndzornény pomoci diagramu na obr. [3.1]

Resi¢ spoustime pomoci metody Solver: :run, kde se provede inicializace a spusténi vypoctu. Dalsi
dilezité metody objektu Solver pfedstavime pomoci algoritmu [2] ktery je modifikaci algoritmu [I] s
ohledem na datové struktury. Oproti skute¢né implementaci v algoritmu [2] pomineme nékteré technické
detaily jako napf. ukladani snapshotti v pribéhu vypoctu.
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IndexType RealType
(RectangularNMesh)
(SparseMatrix )

Obrazek 3.1: Vazby mezi hlavnimi objekty a typy v feSici.

Algoritmus 2

1.

7.

Pro zvolené parametry N,, N,y € N vytvoifme objekt RectangularMesh (viz[3.1.1) reprezentujici
numerickou sit Kj, o rozmérech N, x N, na obdéInikové oblasti 2. Symboly h, h, oznacime
rozméry elementd v prislusném sméru a volime parametr sit€¢ h = min {hx, hy}.

Vstupni data charakterizujici ilohu nacteme jako atributy objektu Solver, napf. Solver: :porosity,
Solver: :permeability, Solver::idealGasCoefficient := %.

Diskretizovanou pocéte¢ni podminku (I.8a) nacteme do vektoru Solver::pressure, ktery v
priib&hu vypoctu reprezentuje stiedni hodnoty tlaku p% v &ase t; na jednotlivych elementech.
Okrajové podminky diskretizované pomoci (2.46) resp. (2.43)) reprezentujeme pomoci sifovych
funkci get_dirichlet_value resp. get_neumann_value.

. Prvky lokalnich matic A ; na jednotlivych elementech K € K vypoéteme dle (2.39) v ramci

metody Solver: :update_auxiliary_vectors (viz[3.1.3). Slozky vektori G i po¢itime dle (2.35)
pomoci metody Solver: : G_KE.

. PoloZime 7 = 0.

Dokud ¢; < T't, opakujeme ndsledujici kroky:
6.1. Pomoci metody Solver::update_auxiliary_vectors (viz [3.1.3) aktualizujeme prvky
pomocnych vektort.

6.2. V metodé Solver::update_main_system (viz [3.1.4) sestavime matici soustavy (2.52)
reprezentovanou objektem Solver: :mainMatrix a vektor pravé strany Solver: :rhs.

L . L il = .
6.3. Soustavu linedrnich rovnic pro nezndmé sz+ z ptedchoziho bodu feSime pomoci metody
mainMatrix.linear_solve (viz[3.1.2)), feSeni uloZime do vektoru Solver: :ptrace.

6.4. Pomoci metody Solver::update_pressure (viz s vyuzitim (2.49) aktualizujeme
sttedni hodnoty tlaku na elementech.

6.5. Pfejdeme na ndsledujici ¢asovou hladinu, ¢+ — ¢ + 1.

V case t; = T ziskdme numerické feSeni dané ulohy.

3.1.1 Reprezentace numerické sité

Elementy sité oéislujeme postupné indexy K € {0, ..., N — 1} a hrany sité oéislujeme analogicky
indexy E € {0, ..., Ngp — 1}. Pfi &islovéni elementi a hran ekvidistantni obdélnikové sité postupujeme
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Obrézek 3.2: Ocislovani elementli a hran sité¢ o rozmérech 4 x 3 elementy. Elementy jsou ocislovany
¢erné, horizontdlni hrany modfe a vertikaln{ hrany Cervené.

po fddcich, pficemz v pfipadé hran nejprve olislujeme horizontdlni hrany a poté vertikdlni hrany[T|
Konkrétni o¢islovani sité 4 x 3 elementy je znizornéno na obr. [3.2]

Hodnoty sitovych funkei uloZime pomoci vektorti nebo matic indexovanych pomoci indextt K a F.
Sifové funkce tedy nejsou soucdsti objektu RectangularMesh, ktery pouze popisuje grafové vlastnosti
sité. Konkrétné budeme potiebovat urcit tyto vlastnosti:

* zda je dand hrana F horizontalni ¢i vertikalni,

* zda je dand hrana E vnitini nebo okrajova,

* pro danou hranu E ur¢it k nf pfilehlé elementy K a Ko,
* pro dany element K urcit sousedni hrany F;, Fy, E3, E,.

Uvazujme sif o rozmérech N,, x N,, elementl obsahujici N, N, elementii, N, (N, + 1) horizontdlnich
hran a (N, + 1) N, vertikdlnich hran. Vzhledem k vy3e uvedenému ¢islovéni je hrana E horizontdlnf,
pravé kdyz E < N,(N, + 1).

Déile miZeme kazdy element K, kaZzdou horizontdlni hranu FE) a kazdou vertikdlni hranu FE,
jednoznaéné charakterizovat soutadnicemi (i, j), kde meze pro i, j € N jsou

1< N, J < Ny, pro element K, (3.1a)
1< N, J <Ny +1, prohranu £}, (3.1b)
i< Ny+1, j<N, pro hranu E,,. (3.1¢)

Element K = 0 a horizontdln{ hrana £, = 0 maji soufadnice (0, 0), vertikdln{ hrana £, = N, (N, + 1)
ma také soufadnice (0, 0).

Pri ur€ovani zbyvajicich tf{ vlastnosti vyuZijeme charakterizace hran a elementli pomoci soufadnic.
Horizontdlni hrana je okrajovd, pravé kdyZz jeji soufadnice j = 0 nebo j = N,. Podobné vertikalni
hrana je okrajovd, pravé kdyz jeji soufadnice ¢ = 0 nebo ¢ = N_. Pro urceni sousednich elementt k
dané hrané nejprve pomoci globdlniho indexu E' ur¢ime soufadnice hrany a poté soufadnice sousedniho
elementu, pomoci kterych uréime index K. Soufadnice (i, j) vnitini horizontdlni resp. vertikdlni hrany
F jsou soucasné€ souradnicemi sousedniho elementu smérem nahoru resp. doprava a souradnice druhého
sousedniho elementu jsou (i,5 — 1) resp. (i — 1, j). V pfipad€ okrajovych hran sta¢i kontrolovat meze

'V knihovné TNL se postupuje opacné, nejprve jsou ocislovany vertikdlni a poté horizontdlni hrany.
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pro soufadnice 7, j. Podobné postupujeme pii urcovani sousednich hran daného elementu. Modifikac{
soufadnic elementu ziskdme soufadnice hran, ze kterych dopocitdme globalni index.

3.1.2 Ulozeni ridké matice

7 Nz

Pro efektivni uloZeni ¥idké matice staci uklddat pouze nenulové prvky. Pro objekt SparseMatrix
pouZijeme format CS ktery ukldd4 informace o nenulovych prvcich matice A = [a;, j]?;_ol ;-L:_& pomoci

ti{ vektort:
* Vektor values obsahuje hodnoty a; ; nenulovych prvkd matice, uspofddanych po fédcich.

* Vektor column_indexes obsahuje sloupcové indexy kaZzdého nenulového prvku. Tedy pokud
values(k) = a; j, pak colunn_indexes(k) = j.

* Vektor row_pointers obsahuje na ¢-té pozici umisténi prvniho nenulového prvku na i-tém fadku
ve vektoru values. Tedy pokud values(k) = a; ;, pak
row_pointers(i) < k < row_pointers(i + 1). (3.2)

Dle konvence ddle klademe row_pointers(m) = Ny, kde Ny je poCet nenulovych prvki
matice A.

Pro ulozeni matice A tedy staci ulozit N, prvki typu RealType a Ny +m + 1 prvki typu IndexType.

Pro ptecteni prvku a; ; z formétu CSR nejprve pomoci pro dany index ¢ uréime dsek vektoru
column_indexes, ve kterém hleddme dany index j. Pokud index j nenajdeme, je a; ; = 0, v opatném
pfipad€ nenulovou hodnotu a; ; najdeme na odpovidajici pozici vektoru values.

Sestavovani matice ve forméatu CSR spociva v pridavani prvki do vektorti values a column_indexes a
v aktualizaci vektoru row_pointers po kazdém ptidani nového prvku. Z hlediska efektivity je tedy vhodné
vyuzit predem znamych poctli nenulovych prvki na jednotlivych fadcich a vektor row_pointers nastavit
predem. V neposledni fadé dopredu alokujeme vektory values a column_indexes na poZadovanou
velikost Ny .

V objektu SparseMatrix definujeme metodu linear_solve, kterd feSi soustavu linedrnich rovnic
Ax = b s danou matici A a pravou stranou b. Pfi tom vyuzZijeme knihovnu UMFPACK, ktera vSak interné
pracuje s matici ve formatu CSCP| ve kterém jsou oproti formédtu CSR nenulové prvky uspofddany po
sloupcich. Reprezentace matice A uloZené ve formatu CSC a matice A" ulozené ve formatu CSR jsou
ekvivalentni, transpozici vSak neprovadime rucné a pomoci prepinace nastavime UMFPACK tak, aby se
fesila soustava s transponovanou matici. Misto soustavy Ax = b s matici A ve formatu CSC tedy fesime
soustavu A’ = b s maticf ve formatu CSR.

3.1.3 Vypocet pomocnych vektori

Pfi popisu algoritmu 2] nejprve definujeme pomocnou metodu update_auxiliary_vectors objektu
Solver pro vypocet pomocnych vektort:

bool Solver::update_auxiliary_vectors( const RealType & time, const RealType & tau )

{

V této metodd budeme v kazdém Casovém kroku pocitat koeficienty A% podle ([2:47), které ulozime do
vektoru Solver: :1lambda. Elementy sit€ indexujeme pomoci proménné cell.

2Compressed Sparse Row
3Compressed Sparse Column
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for( IndexType cell = 0; cell < mesh.num_cells(); cell++ ) {
lambda[ cell ] = porosity[ cell ] * idealGasCoefficient * mesh.cell_volume( cell ) /

— tau;

3

Pro vypocet koeficientli ZlZK Ea EZK definujeme koeficienty S g a o tak, Ze

Al = pgag, (3.3a)
Ak g =PkBk.E- (3.3b)

Koeficienty a a B i jsou konstantni v Case, proto je staci spocitat pouze jednou. Hodnoty « uloZime
do vektoru Solver: :alpha indexovaného pomoci proménné cell a hodnoty o g uloZime ve formétu

CSR do matice Solver: :beta indexované pomoci proménnych cell a edge. K-ty fddek matice beta
obsahuje pravé 4 nenulové prvky i g, E € €.

if( time > initial_time )
return true;

for( IndexType cell 0; cell < mesh.num_cells(); cell++ ) {
alpha[ cell ] = 0.0;
for( int i = 0; 1 < 4; i++ ) {
IndexType edge = mesh.edge_for_cell( cell, i );
RealType value = 2 * idealGasCoefficient * permeability[ cell ] / viscosity;
if( mesh.is_horizontal_edge(edge) )
value *= mesh.get_hx() / mesh.get_hy(Q);
else
value *= mesh.get_hy() / mesh.get_hx();
beta.setElement( cell, edge, value );
alpha[ cell ] += value;

|l

return true;

3.1.4 Sestaveni matice soustavy

V bodu[6.2]algoritmu[2]voldme metodu Solver: :update_main_system pro sestaveni matice soustavy
Solver: :mainMatrix a vektoru pravé strany Solver: :rhs. Matici sestavujeme po fadcich odpovidajicich
jednotlivym hrandm sité, tohoto postup ddle vyuZijeme v kapitole pro paralelizaci numerického

schématu.
Predpokladdme, Ze mainMatrix je na zacatku sestavovani nulova matice, vektor rhs miZe obsahovat

hodnoty z pfedchoziho ¢asového kroku. Pro kazdou rovnici soustavy (2.52)) tedy nejprve vynulujeme
piisluSny prvek vektoru pravé strany.

bool Solver::update_main_system( const RealType & time )

{

for( IndexType indexRow = 0; indexRow < mesh.num_edges(); indexRow++ ) {
rhs[ indexRow ] = 0.0;

Pocet nenulovych prvki na daném fadku matice zavisi na tom, zda je hrana odpovidajici danému fadku
vnitfni nebo je na ni pfedepsand Dirichletova nebo Neumannova podminka. Podle (2.52a) a (2.52b)
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prispivaji rovnice odpovidajici Neumannovym okrajovym podminkdm do matice soustavy stejnymi ¢leny
jako rovnice odpovidajici vnitfnim hrandm, kde se ale sCitd pfes oba sousedni elementy. Tyto pfispévky
nastavime pomoci spole¢ného kédu, pficemz vyuZijeme toho, Ze metoda mesh.cell_for_edge() vraci
zépornou hodnotu, pokud pfistupujeme k okrajové hrané z vnéjsku.

if( ! mesh.is_dirichlet_boundary( indexRow ) ) {
for( IndexType i = 0; i < 2; i++ ) {
IndexType cell = mesh.cell_for_edge( indexRow, i );
// skip undefined element on Neumann boundary
if( cell < 0 )
continue;

Uvniti cyklu scitajictho pfes elementy dile s¢itdme pies sousedni hrany, jejichZ indexy odpovidaji
sloupcovym indextim nenulovych prvkl na daném fadku. Ddle pficteme prispévky k vektoru pravé
strany.

for( IndexType j = 0; j < 4; j++ ) {
IndexType indexColumn = mesh.edge_for_cell( cell, j );

RealType B_KEF = -beta.getElement( cell, indexRow ) * pressure[ cell ] *
beta.getElement( cell, indexColumn ) * pressure[ cell ] /
( lambda[ cell ] + alpha[ cell ] * pressure[ cell ] );
if( indexRow == indexColumn )
B_KEF += beta.getElement( cell, indexRow ) * pressure[ cell ];

// set main matrix element
RealType value = mainMatrix.getElement( indexRow, indexColumn );
mainMatrix.setElement( indexRow, indexColumn, value + B_KEF );

// right hand side
rhs[ indexRow ] += B_KEF * G_KE( cell, indexColumn ) * pressure[ cell ];
}

// right-hand-side

rhs[ indexRow ] += beta.getElement( cell, indexRow ) * pressure[ cell ] /
( lambda[ cell ] + alpha[ cell ] * pressure[ cell ] ) *
( F[ cell ] + lambdal[ cell ] * pressure[ cell ] );

Na zavér nastavime piispévky Dirichletovych a Neumannovych okrajovych podminek pomoci sitovych
funkciget_dirichlet_value a get_neumann_value, které pro dany index hrany a danou ¢asovou hladinu
vraci hodnoty funkci pp;, resp. ¢y, diskretizovanych podle (2.46) resp. (2.45).

// Dirichlet boundary
else {
mainMatrix.setElement( indexRow, indexRow, 1.0 );
rhs[ indexRow ] = get_dirichlet_value( indexRow, time );
}
// Neumann boundary
if( mesh.is_neumann_boundary( indexRow ) ) {
rhs[ indexRow ] += get_neumann_value( indexRow , time );
}
}

return true;
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3.1.5 Vypocet tlaku na elementech

Vektor Solver::pressure obsahuje v i-tém kroku algoritmu [2| stfedni hodnoty tlaku pi;( na
jednotlivych elementech. Pfi pfechodu z Casové hladiny ¢; na hladinu ¢;,; spoc¢itime v bodu
algoritmu [2| hodnoty piI}H podle rovnice (2.49), kterd ptedstavuje explicitni zdvislost stfedni hodnoty
tlaku pigl na hodnoté piK z predchozi ¢asové hladiny. Navic stfedni hodnota tlaku na elementu K na
nové Casové hladiné ¢; | nezdvisi na hodnotdch na sousednich elementech K "'z ptedchozi Gasové hladiny
t;, tedy hodnoty pigl staci uloZit pfimo do vektoru Solver: :pressure. Vypocet provedeme pro kazdy
element K v metodé Solver: :update_pressure.

bool Solver::update_pressure( void )
{
for( IndexType cell = 0; cell < mesh.num_cells(); cell++ ) {
RealType p = 0.0;
for( IndexType i = 0; i < mesh.edges_per_cell(); i++ ) {
IndexType edge = mesh.edge_for_cell( cell, i );
p += beta.getElement( cell, edge ) * ( ptrace[ edge ] - G_KE(C cell, edge ) *
« pressure[ cell ] );
}
p *= pressure[ cell ];
p += F[ cell ] + lambda[ cell ] * pressure[ cell ];
p /= lambda[ cell ] + alpha[ cell ] * pressure[ cell ];
pressure[ cell ] = p;
}
return true;
}

3.2 Implementace paralelniho resice pomoci knihovny TNL

V této kapitole popiSeme implementaci paralelniho feSice s vyuzitim knihovny TNL, ktery je hlavnim
vysledkem této prace. Diky ndvrhu knihovny TNL je mozZné spustit vysledny program jak na CPU, tak
i masivné paralelné na GPU s vyuzitim architektury CUDA. Pfi implementaci feSice vyuZivime mnoho
objektt z knihovny TNL poskytujicich jednotné rozhrani pro praci s paméti na GPU a béZnou operaéni
paméti a pro vybér sériovych nebo paralelnich algoritmi v z4vislosti na tom, jestli je program spustén na
CPU nebo na GPU. Pfi popisu se zaméfujeme na samotnou implementaci algoritmu [T} také viak stru¢né
popiSeme diileZité objekty knihovny TNL pouZité pfi implementaci.

Implementujeme program tnl-single-phase, pii vypoctu ale vyuzivdme programy z knihovny TNL,
napf. tnl-grid-setup pro generovani sité¢ a tnl-init pro generovani diskretizované poc¢ate¢ni podminky.
Zakladni objekty pouZité pii implementaci feSic¢e predstavime pomoci algoritmu 3] Hlavni rozdily oproti
implementaci pomoci knihovny UMFPACK poté podrobnéji popiSeme v ndsledujicich podkapitol4ch.

Algoritmus 3

1. Pomoci programu tnl-grid-setup vygenerujeme pro zvolené parametry N, N, € N numerickou
sit K, 0 rozmérech N, X N,, pokryvajici obdélnikovou oblast €2, vygenerovany objekt uloZime do
souboru. Symboly %, h, oznacime rozméry elementd v piisluSném sméru a volime parametr sit¢
h = min {hx, hy}.

2. Pomoci programu tnl-init diskretizujeme na dané siti po¢ate¢ni podminku (I.8a)), stfedni hodnoty
tlaku na elementech p?( reprezentujeme pomoci vektoru uloZeného do souboru.
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3. Dadle v programu tnl-single-phase vytvorime objekt SinglePhaseSolver reprezentujici vlastn{
feSi¢ a vstupni data charakterizujici tilohu nacteme jako parametry pfedané na piikazové fadce.
Parametry jako napf. @, % nebo p predavame hodnotou, numerickou sif a pocatecni podminku
specifikujeme jako ndzev souboru obsahujici objekt vytvofeny v kroku[I]resp.[2]pomoci externiho
programu. Okrajové podminky diskretizované pomoci (2.46)) resp. (2.43)) reprezentujeme piimo v

kédu fesice pomoci objektu SinglePhaseBoundaryConditions.

4. Prvky lokdlnich matic A na jednotlivych elementech K € K}, vypoéteme dle (2.39) v rdmci
metody SinglePhaseSolver: :preIterate (viz[3.2.2)). Lokdlni vektory G definované dle (2.35)
reprezentujeme pomoci metody G_KE.

5. PoloZime 7 = 0.
6. Dokud ¢; < T, opakujeme nésledujici kroky:

6.1. Pomoci metody SinglePhaseSolver: :prelterate (viz[3.2.2)) aktualizujeme prvky pomoc-
nych vektort.

6.2. V metodé SinglePhaseSolver::assemblyLinearSystem (viz [3.2.1) sestavime matici sou-
stavy a vektor pravé strany pro soustavu (2.52)).

6.3. Soustavu linedrnich rovnic pro nezndmé pgl z ptedchoziho bodu feSime pomoci iteracni
metody GMRES|[[14] [13]], jejiz implementace [12] je soucasti knihovny TNL.

6.4. Pomoci metody SinglePhaseSolver: :postIterate (viz[3.2.3) s vyuZitim (2.49) aktualizu-
jeme stfedni hodnoty tlaku na elementech.

6.5. Ptejdeme na ndsledujici ¢asovou hladinu, ¢+ — ¢ + 1.
7. V case t; = Ty ziskdme numerické feSeni dané dlohy.

Veskera vstupni data charakterizujici tlohu, ¢asovou a prostorovou diskretizaci, parametry feSice
GMRES apod. specifikujeme jako argumenty programu tnl-single-phase na piikazové fadce, o jejich
nacteni ve [3.| kroku algoritmu [3| se staraji série tfid s pfiponami Config a Setter. Jako numerickou sit
pouZivdme tfidu tnlGrid, kterd ve dvoudimenziondlnim pfipadé reprezentuje ekvidistantni konformni
obdélnikovou sif. Elementy sit€ oznacujeme v kédu jako cell a hrany jako face, CemuZ odpovidaji také
ndzvy proménnych v kédu. Hodnoty pgl, takzvané stupné volnosti (DOF predstavujici nezndmé
pfi feSenf soustavy linedrnich rovnic na i-té ¢asové hladin€ v bodu [6.3] ukldddme pomoci objektu typu
tnlVector. V mnoha objektech definujeme pomocny typ DofVectorType jako oznaceni pro typ tnlVector
se specifickymi Sablonovymi parametry urcujicimi mj. umisténi dat, coZ je bud standardn{ operacni pamét
nebo paméf GPU. Hlavni matici soustavy ukladdme pomoci objektu typu tnlSlicedEllpackMatrix, coZ
je formét pro ukladani fidkych matic optimalizovany pro GPU [11]].

V[5]resp.[6]bodu algoritmu vyuZijeme objekty typu tnlPDESolver a tnlSemilImplicitTimeStepper
z knihovny TNL, které obecné popisuji krokovédni v Case pfi feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic
pomoci semi-implicitnich schémat. Relevantni ¢ast algoritmu [3]je schematicky zndzornéna na diagramu
3.3] O pfechod mezi ¢asovymi hladinami se stard objekt typu tnlSemiImplicitTimeStepper resp. jeho
metoda solve odpovidajici [6] bodu algoritmu. V levé ¢dsti diagramu jsou zobrazeny metody tiidy
SinglePhaseSolver, v pravé Cdsti pak tfidy a jejich metody spojené se samotnym vypoctem, které jsou
podrobné popsédny v ndsledujicich podkapitoldch.

4Generalized Minimal Residual method
5Degrees of Freedom
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§[tn1$emi ImplicitTimeStepperJ

[SinglePhaseSolverJ [tanMRESSolver]é

e TR———. ... T

(solve( time, stopTime )]

/I\ (BTN N )
\*[ prelterate |P >{tnll~"unct1onEnumeratorJé

[PorosityFunction]E)—(

>{tnlL1nearSystemAssembler)

[AlphaBetaOperator]):—([updateLinearSystem]

~

[assemblyLinearSystem} >{tnlL1nearSystemAssembler)

[Di f ferentialOperator];)—([updateLinearSystem]

[BoundaryConditionsJ)—é—((updateLinearSystem)
(Ri ghtHandSide])—é—(

~

solve(matrix, dofVector, rightHandSide) ]

postlterate »[tanunctlonEnumerator]

[PressureFunctlon])—(

CPU GPU

Obrazek 3.3: Hlavni objekty a metody vystupujici v fesi¢i. O fizeni vypoctu se stard objekt typu
tnlSemiImplicitTimeStepper, jehoZ metoda solve v kaZzdém casovém kroku vold jednotlivé metody
odpovidajici bodﬁm ai algoritrnu Zluty obdéInik obsahuje metody spousténé na CPU, metody
a tfidy v zeleném obdélniku pracuji pfimo s GPU.

Z hlediska spousténi daného kédu lze béZzné metody spoustét pouze na CPU, metody urcené ke
spousténi na GPU je nutné pfislu§né oznacit. V rdmci TNL se pouZivd oznaceni __cuda_callable__, coZ
umozni voldni takto oznacenych metod z kédu b&Ziciho na GPU i z kédu béZiciho na CPU. Na obr. [3.3|
jsou metody odliSeny barevnym pozadim, Zluty obdélnik obsahuje metody spousténé na CPU a zeleny
obdélnik obsahuje metody spousténé paralelné na GPU. V pripadé metody solve tiidy tn1GMRESSolver
spousténé na CPU jsme pomoci piesahu pies ob€ barevnd pozadi zndzornili skutecnost, Ze znacné Cast
vypoctu probihd pomoci dalsich objektti na GPU.

Dalsi objekty z knihovny TNL pouzité pfi implementaci popiSeme v nasledujicich podkapitolach.
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3.2.1 Sestaveni matice soustavy

Nejprve popiSeme zplisob sestaveni hlavni matice soustavy pomoci metody assemblyLinearSystem
tiidy SinglePhaseSolver. VyuZijeme objekt typu tnlLinearSystemAssembler, ktery s vyuZitim dalSich
objektl paralelné prochdzi danou numerickou sif a pomoci uzivatelskych objektt sestavuje matici a vektor
pravé strany soustavy.

Existuji dva hlavni piistupy k sestavovani hlavni matice: prvni moZnosti je prochdzet numerickou
sit po elementech, na kazdém elementu K spocitat hodnoty By p  pro vSechny hrany E, F € &k
a tyto hodnoty pficist ke vSem relevantnim prvkiim matice soustavy. Tento postup vSak neni vhodny
z hlediska paralelizace, jelikoZ vlakna zpracovavajici dva sousedni elementy K, K5 by nevyhnutelné
zapisovala do stejn€ oblasti v paméti piislusejici spole¢né hran€ £ € £ N Ek, . Proto pouZijeme druhy
pfistup, kdy sif prochdzime po hrandch a pro kazdou hranu F nastavime piislusny fddek matice soustavy.
Pfi tom vyuZivime toho, Ze kazdy fddek ma jen malé mnozZstvi nenulovych prvkd v zavislé pouze na
geometrii elementd sité, coZ je jedna z hlavnich vyhod MHFEM. V piipadé obdélnikovych elementd maji
radky odpovidajici vnitinim hranam sité 7 nenulovych prvka, fadky odpovidajici hrandm s Neumannovou
podminkou maji 4 nenulové prvky a fadky odpovidajici hrandm s Dirichletovou podminkou maji pouze
1 nenulovy prvek na diagondle.

Pti vytvéafeni instance systemAssembler specifikujeme pomoci Sablonovych parametri typy objekti,
se kterymi bude systemAssembler pracovat. Instance téchto tfid pak pfeddme jako parametry metody
assembly. Soustava (2.52) ziskand metodou hybridizace neodpovida schématu implementovanému v TNL,
proto pomoci typu tnlNoTimeDiscretisation specifikujeme chovini objektu systemAssembler tak, aby
se o sestaveni matice staraly pouze uZivatelské objekty.

tnlLinearSystemAssembler< MeshType, DofVectorType, DifferentialOperator, BoundaryConditions,
— RightHandSide, tnlNoTimeDiscretisation, MatrixType > systemAssembler;
systemAssembler.template assembly< MeshType::Dimensions - 1 >( time,
tau,
mesh,
differentialOperator,
boundaryConditions,
rightHandSide,
dofVector,
matrix,
b );

Sablonovy parametr MeshType: :Dimensions - 1 specifikuje, e se numerickd sif bude prochizet
po hrandch. Parametry time a tau typu RealType urCuji ¢asovou hladinu ¢;,; resp. ¢asovy krok At;,
numerickd sif je reprezentovana objektem mesh. Nasledujici tfi parametry specifikuji objekty, které se
staraji o samotné vypocty. Objekt differentialOperator nastavuje fadky matice odpovidajici vnitinim
hranam a pfispévek vektoru G na vnitinich hranach k pravé strané, zbylé piispévky k vektoru pravé
strany pocitd objekt rightHandSide. O nastaveni fadkt odpovidajicich okrajovym hrandm se stara objekt
boundaryConditions. Poslednf tfi parametry piedstavuji vektor nezdvisle proménnych dofVector, matici
soustavy matrix a vektor pravé strany b.

V nésledujicich podkapitoldch popiSeme objekty diferencidlni operdtor, pravou stranu a okrajové

podminky, slouZici k sestavovani hlavni matice. Pfi vypoctu prvki matice podobné jako v kapitole [3.1.4]
pouZivdme pomocné objekty alpha, beta a lambda, které bliZe popiSeme v kapitole[3.2.2]

3.2.1.1 Diferenciilni operator

Objekt differentialOperator Sablonového typu DifferentialOperator v piedchozi sekci predsta-

s Xz

vuje instanci tfidy SinglePhaseOperator popisujici sestaveni ¢dsti matice soustavy (2.52)) odpovidajici
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(a) Elementy se spole¢nou vertikdln{ hranou. (b) Elementy se spole¢nou horizontdlni hranou.

Obrazek 3.4: Oc¢islovani hran sousednich elementti 0, 1 (vyznaceny ¢erné) se spole¢nou hranou.

vnitinim hrandm sité. Hlavni metoda tfidy SinglePhaseOperator je updatelLinearSystem, ve které
nastavime fadek matice soustavy pfislu$ny vnitfni hrané sité¢ a piispévek gravitace pricteme k vektoru
pravé strany. Sablonové parametry, které nejsou diileZité pro nasledujici vyklad, pro pfehlednost skryjeme
pomoci trojtecky (. ..).

template< ... >
void SinglePhaseOperator< ... >::updateLinearSystem( const RealType & time,
const RealType & tau,
const MeshType & mesh,
const IndexType & indexRow,
const CoordinatesType & coordinates,
Vector & u,
Vector & b,
MatrixRow & matrixRow ) const

// contribution to the right hand side
RealType bValue = 0.0;

// indexes of the right/top (cellIndexes[0]) and left/bottom (cellIndexes[1]) cells
IndexType cellIndexes[ 2 ];
getCellsForFace( mesh, indexRow, cellIndexes );

// indexes of the faces, sorted according the following diagrams
IndexType faceIndexes[ 8 ];

Pro dany fddek s indexem indexRow nastavujeme celkem 7 nenulovych prvka odpovidajicich hrandm
sousednich elementti se spole¢nou hranou indexRow. S vyuzitim pomocné funkce getCellsForFace ulo-
Zime do pole cellIndexes indexy sousednich elementd hrany indexRow, pfi¢emZ index cellInxexes[0]
odpovidd pravému resp. hornimu elementu a index cellIndexes[1] odpovidd levému resp. dolnimu
elementu v piipadé¢ vertikdlni resp. horizontdlni hrany indexRow.

Dale alokujeme pole faceIndexes pro indexy hran, které ziskdme analogicky pomoci funkce
getFacesForCell. Abychom zachovali uspordddni nenulovych prvki na daném fadku podle indext
hran, musime rozli$it dva piipady podle orientace hrany indexRow. V rdmci objektu tnlGrid jsou nejprve
¢islovany vertikdlni hrany a poté horizontdlni hrany, tedy opac¢né neZ bylo popsédno v kapitole [3.1.1]
Cislovan{ hran v obou pifpadech ze zobrazeno na obr.

V pfipadé vertikdlni hrany sefadime hrany dle obr. [3.4a a pro vypocet hodnot nenulovych prvka
pouZijeme pomocnou metodu getValue, kterou popiSeme pozdéji. Pro spoleénou hranu indexRow
(odpovidajici lokdlnim indexdm 1 a 2) je tfeba seCist piispévky na obou elementech.
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if( isVerticalFace( mesh, indexRow ) ) {
getFacesForCell( mesh, cellIndexes[ 1 ],

getFacesForCell( mesh, cellIndexes[ O ],

matrixRow.setElement( ®, faceIndexes[ 0 ],
getValue( mesh, bValue,
matrixRow.setElement( 1, faceIndexes[ 1 ],
getValue( mesh, bValue,
getValue( mesh, bValue,
matrixRow.setElement( 2, faceIndexes[ 3 ],
getValue( mesh, bValue,
matrixRow.setElement( 3, facelIndexes[ 4 ],
getValue( mesh, bValue,
matrixRow.setElement( 4, faceIndexes[ 5 ],
getValue( mesh, bValue,
matrixRow.setElement( 5, faceIndexes[ 6 ],
getValue( mesh, bValue,
matrixRow.setElement( 6, faceIndexes[ 7 ],
getValue( mesh, bValue,
}

indexRow, faceIndexes[

indexRow, faceIndexes[ 1
indexRow, faceIndexes[ 2

indexRow, faceIndexes[
indexRow, faceIndexes[
indexRow, faceIndexes[
indexRow, faceIndexes[

indexRow, faceIndexes[

cellIndexes[

cellIndexes[
cellIndexes[

cellIndexes[

cellIndexes[

cellIndexes[

cellIndexes[

cellIndexes[

1]

faceIndexes[ 0 ], faceIndexes[ 1 ], faceIndexes[ 4 ], faceIndexes[ 6 ] );

faceIndexes[ 2 ], faceIndexes[ 3 ], faceIndexes[ 5 ], faceIndexes[ 7 ] );

V piipadé horizontdlni hrany sefadime hrany dle obr. [3.4b] a ddle postupujeme analogicky jako v
pripad¢ vertikdln{ hrany. Na zavér pricteme prispévek k vektoru pravé strany.

else {
getFacesForCell( mesh, cellIndexes[ 1 ],

getFacesForCell( mesh, cellIndexes[ O ],

matrixRow.setElement( ®, faceIndexes[ 0 ],
getValue( mesh, bValue,
matrixRow.setElement( 1, faceIndexes[ 1 ],
getValue( mesh, bValue,
matrixRow.setElement( 2, faceIndexes[ 2 ],
getValue( mesh, bValue,
matrixRow.setElement( 3, faceIndexes[ 3 ],
getValue( mesh, bValue,
matrixRow.setElement( 4, faceIndexes[ 4 ],
getValue( mesh, bValue,
matrixRow.setElement( 5, faceIndexes[ 5 ],
getValue( mesh, bValue,
getValue( mesh, bValue,
matrixRow.setElement( 6, faceIndexes[ 7 ],
getValue( mesh, bValue,
}

b[ indexRow ] += bValue;

indexRow, faceIndexes[
indexRow, faceIndexes[
indexRow, faceIndexes[
indexRow, faceIndexes[
indexRow, faceIndexes[

indexRow, faceIndexes[
indexRow, faceIndexes[

indexRow, faceIndexes[

faceIndexes[ 0 ], faceIndexes[ 1 ], faceIndexes[ 4 ], faceIndexes[ 5 ] );

faceIndexes[ 2 ], faceIndexes[ 3 ], faceIndexes[ 6 ], faceIndexes[ 7 ] );

cellIndexes[ 1 ] ) );

cellIndexes[

cellIndexes[

cellIndexes[

cellIndexes[

cellIndexes[ 0

cellIndexes[

cellIndexes[

1]

Pro vypocet nenulovych prvkd matice jsme pouZili metodu getValue, ktera vraci hodnoty koeficientt
By g g vystupujicich v rovnici (2.52) a do proménné bValue pficte gravitaéni pfispévek By g pG p.
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template< ... >
RealType SinglePhaseOperator< ... >::getValue( const MeshType & mesh,
RealType & bValue,
const IndexType & indexRow,
const IndexType & indexColumn,
const IndexType & indexCell ) const
{

RealType auxl = beta->getElementFast( indexCell, indexRow );
RealType aux2 = beta->getElementFast( indexCell, indexColumn );
RealType value = - auxl * pressure[ indexCell ] * aux2 * pressure[ indexCell ] /

( lambda[ indexCell ] + alpha[ indexCell ] * pressure[ indexCell ] );
if( indexRow == indexColumn )

value += beta->getElementFast( indexCell, indexColumn ) * pressure[ indexCell ];

bValue += value * G_KE( mesh, indexCell, indexColumn ) * pressure[ indexCell ];
return value;

3.2.1.2 Prava strana

Slozky vektoru pravé strany odpovidajici vnitfnim hrandm sit€¢ se nastavuji pomoci objektu
rightHandSide Sablonového typu RightHandSide, ktery v naSem feSi¢i podobng& jako v piipadé
diferencidlniho operdtoru predstavuje instanci tfidy SinglePhaseRightHandSide. Vypocet odpovidajici

o - N N U VU SR

pravé strané rovnice (2.52a]) provedeme v metod€ getValue.

template< ... >
RealType SinglePhaseRightHandSide< ... >::getValue( const MeshType & mesh,
const IndexType & indexRow,
const RealType & time ) const
{

IndexType cellIndexes[ 2 ];
getCellsForFace( mesh, indexRow, cellIndexes );

RealType result = 0.0;
for( IndexType i = 0; i < numCells; i++ ) {
const IndexType & cell = cellIndexes[ i ];
result += beta->getElementFast( cell, indexRow ) * pressure[ cell ] /
( lambda[ cell ] + alpha[ cell ] * pressure[ cell ] ) *
( F[ cell ] + lambda[ cell ] * pressure[ cell ] );
}

return result;

3.2.1.3 Okrajové podminky

Objekt boundaryConditions predstavuje instanci tfidy SinglePhaseBoundaryConditions popisujici

&ast linedrniho systému dle rovnic a (2.52¢). Hlavni metoda této tiidy je podobné jako v piipadé
diferencidlniho operatoru updateLinearSystem. Index sousedniho elementu pro danou okrajovou hranu

ziskdme stejné jako v piipad€ vnitini hrany pomoci funkce getCellsForFace.
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template< ... >
void SinglePhaseBoundaryConditions< ... >::updateLinearSystem(
const RealType & time,
const MeshType & mesh,
const IndexType & indexRow,
const CoordinatesType & coordinates,
DofVectorType & u,
DofVectorType & b,
MatrixRow & matrixRow ) const
{
// only the first index is valid for boundary faces
IndexType cellIndexes[ 2 ];
getCellsForFace( mesh, indexRow, cellIndexes );
const IndexType & indexCell = cellIndexes[ O ];

Déle odlisime vypocet podle typu okrajové podminky na dané hran€. V ptipadé Dirichletovy okrajové
podminky sta¢i dle sta¢i na diagondlu matice zapsat hodnotu 1, piispévek okrajové podminky
Ppir diskretizované dle (2.46) pocitime pomoci metody getDirichletValue.

if( isDirichletBoundary( mesh, indexRow ) ) {
matrixRow.setElement( 0, indexRow, 1.0 );
b[ indexRow ] = getDirichletValue( mesh, indexRow, time );

}

V pfipadé Neumannovy okrajové podminky provadime vypocet dle (2.52b) podobné jako v piipadech
diferencidlniho operdtoru a pravé strany. Pfispévek okrajové podminky ¢y, diskretizované dle (2.45)
pocitdme pomoci metody getNeumannValue.

else {
// prepare face indexes
IndexType faceIndexes[ 4 ];
getFacesForCell( mesh, indexCell,
faceIndexes[ 0 ], faceIndexes[ 1 ], faceIndexes[ 2 ], faceIndexes[ 3 ] );
// prepare right hand side value
RealType bValue = getNeumannValue( mesh, indexRow, time ) +
beta->getElementFast( indexCell, indexRow ) * pressure[ indexCell ] /
( lambda[ indexCell ] + alpha[ indexCell ] * pressure[ indexCell ] ) *
( F[ indexCell ] + lambda[ indexCell ] * pressure[ indexCell ] );
// set matrix elements, add to bValue
matrixRow.setElement( 0, faceIndexes[ 0 ],
getValue( mesh, bValue, indexRow, faceIndexes[ O ], indexCell ) );
matrixRow.setElement( 1, faceIndexes[ 1 ],
getValue( mesh, bValue, indexRow, faceIndexes[ 1 ], indexCell ) );
matrixRow.setElement( 2, faceIndexes[ 2 ],
getValue( mesh, bValue, indexRow, faceIndexes[ 2 ], indexCell ) );
matrixRow.setElement( 3, faceIndexes[ 3 ],
getValue( mesh, bValue, indexRow, faceIndexes[ 3 ], indexCell ) );
// set right hand side
b[ indexRow ] = bValue;
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3.2.2 Vypocet pomocnych vektori

Pfi sestavovéani matice soustavy (2.52) v kapitolena mnoha mistech pouzivame hodnoty EK Ea
szK definované pomoci (2.50). Abychom se vyhnuli zbyte¢nému opakovéni vypoctd, vyuZijeme pomocné
datové struktury a ulozime hodnoty téchto koeficienti do paméti. Pro tyto tcely pouZijeme metodu
prelterate. A

Nejprve vypoteme hodnoty koeficienti A definovanych dle (2.47). Pro paralelizaci vypoctu
vyuZijeme objekt tnlFunctionEnumerator, ktery vycisli hodnoty sifové funkce porosityFunction na
siti mesh, vyndsobi je konstantou odpovidajici vyrazu % a vysledek ulozi do vektoru lambda. Typy
objektd specifikujeme pomoci Sablonovych parametrii tfidy, dimenzi sifovych entit stanovime pomoci
Sablonového parametru metody enumerate.

PorosityFunction< MeshType, RealType, IndexType > porosityFunction;
porosityFunction.bind( porosity );
tnlFunctionEnumerator< MeshType,
PorosityFunction< MeshType, RealType, IndexType >,
DofVectorType > lambdaEnumerator;
lambdaEnumerator.template enumerate< MeshType: :Dimensions >(
mesh,
porosityFunction,
lambda,
idealGasCoefficient * mesh.getHxHy() / tau );

N Dile pqdobné jako v kapitole rozloZime koeficienty EZK a KZK £ ha soucin EZK = p%oz K a
AZK, 5 = PrB K5 kde ag a B g jsou konstantni v Case, vypocCet tedy provedeme pouze pro ¢ = 0.

7 vz

Pro uloZen{ koeficientl o stai pouZit vektor, hodnoty (B i uloZime pomoci fidké matice indexované
pomoci fddkového indexu K a sloupcového indexu E. Pro sestaveni pomocné matice beta a vektoru alpha
zneuzijeme objekt tnlLinearSystemAssembler, ktery jsme jiz pouzili v kapitole [3.2.1] pro sestaveni
hlavni matice soustavy. Hodnoty koeficientli vypocteme pomoci ,,operdtoru* AlphaBetaOperator, a
to pro vnitfni i okrajové entity[ jako ,pravou stranu“ pouZijeme nulovou funkci a pomoci tagu
tnlNoTimeDiscretization vylou¢ime vnitini vypocty. JelikoZ fadky matice beta odpovidaji elementtim

sit€, prochdzime sif po elementech.

AlphaBetaOperator< MeshType, RealType, IndexType > alphaBetaOperator( idealGasCoefficient,
— permeability, viscosity );
tnlConstantFunction< MeshType::Dimensions, RealType > nullFunction;
tnlLinearSystemAssembler< MeshType,
DofVectorType,
AlphaBetaOperator< MeshType, RealType, IndexType >,
AlphaBetaOperator< MeshType, RealType, IndexType >,
tnlConstantFunction< MeshType::Dimensions, RealType >,
tnlNoTimeDiscretisation,
MatrixType > systemAssembler;

6V tfidé AlphaBetaOperator musime definovat metody updateLinearSystem pro vnitin{ a okrajové sitové entity, které
maji rizné signatury. JelikoZ v obou piipadech provadime stejny vypocet, definujeme privatni metodu update, kterou voldme
z updateLinearSystem.
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systemAssembler.template assembly< MeshType: :Dimensions >(
time,
tau,
mesh,
alphaBetaOperator, // inner cells
alphaBetaOperator, // boundary cells

nullFunction, // right hand side
auxiliaryDofVector, // pressure as DofVectorType
beta, // matrix

alpha ); // right hand side

Implementace hlavnich metod objektli PressureFunction a AlphaBetaOperator jsou trividlni a
jelikoz definice tfid obsahuji vice metakédu nez relevantni informace, konkrétni kéd zde neuvadime.

3.2.3 Vypocet tlaku na elementech

V metod€ postIterate aktualizujeme stiedni hodnoty tlaku na elementech dle vztahu (2.49). Pro
paralelizaci vypoctu vyuzijeme jiZ znamy objekt tnlFunctionEnumerator, ktery vy¢isli hodnoty sitové
funkce pressureFunction na siti mesh a vysledek uloZi do vektoru auxiliaryDofVector. Dimenzi
sifovych entit opét specifikujeme pomoci Sablonového parametru metody enumerate. JelikoZ hodnoty
p’;l dle (2.49) nezavisi na tlaku na sousednich elementech, ale pouze na hodnoté plk z predchozi asové
vrstvy, nedojde béhem vypoctu ke konfliktu pfi piistupu k vektordm pressure a auxiliaryDofVector,

které odkazuji na stejné misto v paméti.

PressureFunction< MeshType, RealType, IndexType > pressureFunction( idealGasCoefficient,
— grav_.y );
pressureFunction.bind( alpha, *betaDevice, lambda, pressure, ptrace, F );
tnlFunctionEnumerator< MeshType,
PressureFunction< MeshType, RealType, IndexType >,
DofVectorType > pressureEnumerator;
pressureEnumerator.template enumerate< MeshType::Dimensions >( mesh,
pressureFunction,
auxiliaryDofVector );

Tfida PorosityFunction pfedstavuje sifovou funkci, jejiZ rozhrani spoéivd v implementaci metody
getValue. Pro vypocet dle (2.49) potfebujeme znét indexy sousednich hran daného elementu, k ¢emuz
pouZzijeme funkci getFacesForCell. Déle postupné v proménné result pocitime poZadovanou hodnotu.
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template< ... >
RealType PressureFunction::getValue( const MeshType & mesh,
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const IndexType & indexCell,
const RealType & time ) const

IndexType faceIndexes[ 4 ];
getFacesForCell( mesh, indexCell, faceIndexes[ ® ], faceIndexes[ 1 ], facelIndexes[ 2 ],
« faceIndexes[ 3 ] );
RealType result = 0.0;
for(int 1 = 0; i < 4; i++ ) {
const IndexType & indexFace = faceIndexes[ i ];
result += beta->getElementFast( indexCell, indexFace ) * ( ptrace[ indexFace ] -
— G_KE(C mesh, indexCell, indexFace ) * pressure[ indexCell ] );
}
result *= pressure[ indexCell ];
result += F[ indexCell ] + lambda[ indexCell ] * pressure[ indexCell ];
result /= lambda[ indexCell ] + alpha[ indexCell ] * pressure[ indexCell ];
return result;




Kapitola 4

Numerické vysledky

Posledni kapitola této prace se zabyva vysledky numerickych simulaci. Hlavnim cilem této kapitoly
je oveéfit konvergenci numerického schématu pro feSeni soustavy (I.7) odvozeného v kapitole [2]a srovnat

Nejprve vyuzijeme specidlni pfipad se zndmym analytickym feSenim pro ovéfeni konvergence
numerického schématu pomoci experimentélni analyzy konvergence a pro porovnani pfesnosti fesict.
Kromé zdkladniho numerického schématu zkoumédme také modifikované schéma s upwindovou stabilizac{
popsanou v kapitole [2.6] Déle na tloze stlacitelného proudéni bez gravitace bliZze zkoumame efektivitu
TNL fesice z hlediska vypocetnich ¢asi pii pouziti riznych CPU a GPU. V advekéni dloze stladitelného
proudéni ovlivnéného gravitaci se zabyvdme stabilitou numerického schématu bez a s upwindovou
stabilizaci.

Vsechny vysledky prezentované v této kapitole byly vypocteny pomoci vlastnich fe$ic popsanych
v kapitole [3] Pro zpracovani vysledkid jsme pouZili program GNU Parallel [15]] a program Gnuplot [[16]
pro vizualizaci vysledka.

4.1 Barenblattova uloha

V této kapitole se budeme zabyvat specidlnim piipadem soustavy (I.7)), pro ktery je znamé analytické
feSeni. To ndm umoZni ovéfime konvergenci numerického schématu a porovnat ptesnost jednotlivych
implementaci.

Volbou parametri ® =1, f =0,g=0,K =1, u = % a M = RT ptejde soustava do tvaru

Z) +V-(pu) =0, (4.1a)
u = —2Vp. (4.1b)

Diéle ptfedepiseme pocatecni a okrajové podminky ve tvaru

p(x,tg) = Ba(z,ty), VYV € Q, (4.2a)
p({lf,t) = B2($,t), Va € FDiT‘7t S (t07Tf)7 (42b)
q(w7t) ’ n(w) = 07 Ve € FNeuvt € (tOva)a (4.2¢)

kde B, (x,t) je Barenblattovo feseni rovnice (4.1)) dané vztahem

1

Bm(x,t):tk[<1—k(m_1)’x‘2> ]1, m =2, 4.3)
+

m t2k



KAPITOLA 4. NUMERICKE VYSLEDKY 46

0.1

By(z, 1- 103§ L

0.09 - By(z, 3- 102
0.08 |- By(x,15- 10

0.07 | 1
~ 0.06 - 1
E0.05 - i
.04 | ]
0.03 |- ]
0.02 | ]
0.01 - ]

0 \ \ \ \ \
—40 -20 0 20 40

X

Obrézek 4.1: Graf Barenblattova feSeni By(z,t) na intervalu [—50,50] pro hodnoty parametru
t=1-10%3-10%15- 10"

kde &, = max(¢,0) a k = (m + 1)7". ReSeni @#3) md v kazdém Case t > 0 kompaktni nosic
[—a,, (1), a,, (t)] rozsifujici se kone¢nou rychlosti [18]], kde

2m k

() = —— - t".

r—— (4.4)

Na obr. ze zobrazen graf Barenblattova feSeni By(x,t) na intervalu [—50,50] pro rtizné hodnoty
parametru .

4.1.1 Experimentalni analyza konvergence

Numerické feseni dlohy (@.1) srovndme s jejim analytickym feSenim (4.3) pomoci experimentdlnich
fada konvergence (EO(). Pfesnost Casové diskretizace (2.43) je prvniho fadu, déle zkoumédme Fad
presnosti prostorové diskretizace v normdach L', L*a L™, Ptedpokldddme, Ze chyba F;, numerického
feSenf na siti C;, md v normé& L” tvar

1En]l, = C1AL + Coh™, (4.5)

kde C, Cy jsou konstanty a At = max At; je nejdelsi ¢asovy krok pfi diskretizaci 7. R4d konvergence
€en

«,, Ize urcit experimentalné pomoci analyzy numerickych feSeni na sitich s riznymi parametry h, pfi¢emz
pro omezeni chyby ¢asové diskretizace zmensujeme Casovy krok imérné jisté mocniné parametru sité h,
At ~ R’ Pro 3 < v, bude pfi zjemfiovan{ sité€ chyba numerického feSeni || E, ||, ddna pfevazné chybou
Casové diskretizace, pro 8 > «, naopak chybou prostorové diskretizace. Pro chyby numerickych fesen{
I £, |l,> | 5, |l,, na sitich s parametry hy resp. hy definujeme experimentdlni fdd konvergence v normé
L” pomoci

[ By, I, — | Ep, I,

4.6
111 hl — ln h2 ( )

EOC, =

!Experimental Order of Convergence
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Pti ur€ovani chyby numerického feSeni F;, vycislujeme hodnoty analytického feSeni ve stfedech elementti
sité prislusného numerického feseni.

Ulohu @.T)) s podminkami (#.2)) fesime pro po&atecni Cas ty = 3 - 10°sa koncovy Cas Ty = 15- 10%s
na obdélnikové oblasti €2 o rozmérech 100 x 100 m?, pricemz Dirichletova ¢4st hranice I'p,, je tvofena
vertikdlnimi stranami z = —50 a = 50 (0 < y < 100) a horizontdln{ strany y = 0 a y = 100
(=50 < z < 50) tvori Neumannovu ¢4st hranice I .., Numerické feSeni spoc¢itdme na sitich o rozmérech
N, x N, elementd, kde N, = N, apfi zjemilovéni sit€ volime N, = 25, N,, = 50, N, = 100, N, = 200
a N, = 400, tedy na zkoumané oblasti h = h, = h, = %S. Casovy krok volime At = 1,25s na
nejjemnéjsi siti IV,, = 400 a pti kazdém ptechodu na hrubsi sif je Casovy krok 4 x vétsi oproti predchozi
siti, tedy At ~ h2.

Tab. 4.1 obsahuje EOC a chyby numerickych feSeni popsané tlohy pii pouZziti UMFPACK fesice. Pfi
pouZziti TNL feSiCe se soustavy linedrnich rovnic fe$i pomoci itera¢ni metody GMRES a vysledky tak
zdvisi na zastavovacim kritériu[?] Pro dosazeni vysledkt v tab. .2] jsme zvolili zastavovaci kritérium
e = 107 na zéklad& analyzy chovéni chyb a EOC v zavislosti na tomto parametru. Podle grafu na
obr.[4.2]vidime, Ze pro hrubé sité jsou chyby a EOC téméf konstantni, ale pro jemné sité je potfeba zvolit

z vz

dostatecné malé €, abychom dostali dostate¢né piesné aproximace feSeni a dobré fady konvergence. Volba
e=10" tedy odpovida hodnoté, kdy se pro sif V,, = 400 EOC ptibliZi asymptotické hodnotg. Jelikoz
knihovna TNL pouZivd metodu GMRES s restartovanim [[13} str. 167], dal§im dileZitym parametrem je
tedy pocet iteraci k restartovani metody, ktery volime m = 10. Ddle vynucujeme minimdln{ pocet iterac{
GMRES metody mq = 2, abychom se vyhnuli nékterym nezddoucim jeviim v disledku nemonotonni
konvergence metody. V praxi vSak pfi daném nastaveni metoda GMRES konverguje primérné po 30-50
iteracich.

Podle obou tabulek @.1] a £.2] pro jednotlivé feSic¢e jsou hodnoty EOC pfi pouZiti numerického
schématu bez upwindové stabilizace a pfi zmensovan{ ¢asového kroku At ~ h? rovny priblizné 2. Pfi
zmenSovani ¢asového kroku At ~ h byly pozorovany EOC pfiblizné rovny 1, a tedy pfevéazila chyba
Casové diskretizace. Naopak pfi zmen3ovéani Casového kroku s mocninou o > 2, At ~ h?, ziistaly
hodnoty EOC pfibliZzn€ rovny 2. Lze tedy fici, Ze konvergence numerického schématu bez upwindové
stabilizace je druhého fadu.

Rozdily mezi fesici z hlediska presnosti jsou ddny zptisobem feSeni soustavy linedrnich rovnic (2.32).
Presnost fesice vyuzivajiciho knihovnu UMFPACK je dle tab. 4.1 a 4.2 pro danou tdlohu znatelné horsi
neZ pri pouZiti knihovny TNL, coZ lze prisoudit samoopravovaci schopnosti iteracniho fesice. Pfi pouZiti
TNL feSice se feSeni ziskand vypoctem na CPU a GPU mirné li$i, coZ je zpisobeno pouZitim paralelnich
algoritmt napf. pro vypocet skaldrnich soucini a pro € — 0 se také tento rozdil blizi k 0.

2Pti feSeni soustavy Mwv = b pomoci iteraéni metody konstruujeme posloupnost vektord o konvergujici k presnému

(k)
v . “ Mo'®) _p . ) Lo
feSeni v. Metoda kon¢i, pokud W < g, kde ¢ je zvolené zastavovaci kritérium.
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N, h | Enll4 EOC, [E2/8P EOC, I Epll oo EOC,,
25 4 2,188 - 101 2.392. 107 3.181-107™

o1 1,956 o3 1,959 o5 1,959
50 2 5,638 -10 Loy 6152710 Lopy 8178-10 Lo
100 1 1,438 - 107" 1’998 1,568 - 107 1’998 2,084-107% 1’998
200 05 3,600-10* 1’998 3,926 - 10 ™ 1’998 5219 .10 1’998
400 025 9,011-107% 9.825-107% 1,306-107%

Tabulka 4.1: EOC v norméch L', L? a L™ pro UMFPACK fesic na sitich o N, x N, elementech. Casovy

krok je volen At = 1,25 s na nejjemné;jsi siti IV, = 400 a pro hrubsi sit€ At ~ h

2

N, h 1 Enll1 EOC, (R8P EOC, I Epll oo EOC,,
25 4 1,314 - 101 1,476 - 10~ 2,082-10"*

o1 1,984 o3 1,985 o5 1,990
50 2 332210 Lgog 372910 Lgoy 324210 1992
100 1 8.361- 107 2’000 9,373 .10~ ™ 2’000 1,318 -10°% 1’999
200 0,5 2,090 10"% 1’97 . 2,343 .10 1’98 X 3,296 - 107 1’9 5
400 025 5311-107% 5935.10°% 8487107

Tabulka 4.2: EOC v normach L', L? a L™ pro TNL fesi¢ na sitich o N, x N, elementech. Casovy krok
je volen At = 1,25 s na nejjemnéjsi siti N, = 400 a pro hrubsi sité¢ At ~ h?. Parametr & pro zastaveni
itera¢nfho Fesice soustav linedrnich rovnic volime e = 107,
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Obrézek 4.2: Zavislost chyb numerickych feSeni a experimentdlnich ¥adi konvergence v L~ normé na
parametru € pro zastaven{ iteraéniho feSice soustav linedrnich rovnic.

4.1.2 Efektivita vypoctu

N

Uloha se znamym analytickym feSenim také umoZiiuje srovnat efektivitu feSi¢G pfi nastaveni
vedoucimu k priblizné stejné presnym vysledktim. Pro porovnéni efektivity vyuzijeme tlohu popsanou

Yewo
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vypocty jsme pouzili pocita¢ oznaceny v tab. 4.6] jako A, CPU, pro sériové vypocty a GPU,; pro
paralelni vypocty.

Tab. 4.3 obsahuje doby vypoctu numerického feseni pfi pouZiti riiznych fesi¢l na jednotlivych sitich
o N, x N, elementech. JelikoZ nejvice Casu pii vypoctu zabira feSeni soustav linedrnich rovnic, uvadime
ve druhém sloupci tab. [d.3]také pocet hran sit€¢ Ny (hlavni matice soustavy md rozméry N x Np). Pro

v vew Y, wew v vew

danou tlohu je TNL feSi¢ na CPU 4 x aZ 7x rychlejsi nez UMFPACK fesic, pficemz chyba TNL feSice je dle

v wew

tab.[4.1]ad.2]dokonce mensi neZ chyba UMFPACK fesice. Dals{ vyrazné urychleni je moZné spusténim TNL

Vv s

CPU. Nasiti NV, = 400 je urychleni TNL-GPU feSice téméf 50x oproti UMFPACK feSici.

N, Ng Cas [s] Urychleni [—] Cas [s] Urychleni [—] Cas [s]

(DOFs)  (UMFPACK) (UMFPACKvs. (TNL CPU) (INL CPUvs. (TNL GPU)
TNL CPU) TNL GPU)

25 1300 0,6 8,1 0,1 0,1 0,7
50 5100 22 2,6 0,9 0,4 22
100 20200 41,3 3,5 11,9 1,4 8,4
200 80400 790,6 4.4 179,8 4,2 42,5
400 320800 18288,0 7,1 2560,2 7,1 362,5
800 1281600 44081,2 10,7 4105,4

Tabulka 4.3: Doby vypoc¢tu numerického feSeni Barenblattovy tdlohy na jednotlivych sitich pfi pouZiti
rliznych fegi¢ a schématu bez upwindové stabilizace. Casovy krok je volen At = 1,25s na siti N, = 400
a pro ostatn{ sité¢ At ~ he.

4.1.3 Vysledky s upwindovou stabilizaci

Pti odvozovdni numerického schématu v ptedchozi Casti kapitoly [2| jsme predpoklddali, Ze na
studované oblasti {2 v libovolném Case plati p > 0. Pfi nastavovani testovaci tlohy pro zédkladni
numerické schéma popsané v prvni ésti kapitoly [2] jsme proto volili pocate¢ni Cas tak, aby nosi¢
feSeni pokryval celou oblast. Pokud veli¢ina p degeneruje, je potfeba pouZité numerické schéma vhodné
modifikovat. Motivaci z praxe je napf. modelovani vicefazového proudéni v piipadech, kdy se n€ktera z
fazi v Casti systému nenachdzi.

Nejprve porovname zdkladni numerické schéma s modifikovanym schématem popsanym v kapitole
[2.6] pomoci identické tlohy jako v kapitole d.1.1] Dle tab. #.4] vidime, Ze pfi pouZiti feSice s upwindovou
stabilizaci je konvergence schématu pouze prvniho fadu.

Pouziti upwindové stabilizace dile umoZiiuje modelovdni dloh s degenerovanou hustotou p,
konvergenci modifikovaného schématu pro tento pripad ovéiime opét pomoci Barenblattovy ulohy.
Zménou pocatecniho a koncového casu oproti dloze z kapitoly docilime toho, Ze nosi¢ feSeni
bude po celou dobu simulace uvnitf sledované oblasti a numerické feSeni nebude ovlivnéno okrajovymi
podminkami. Zvolime pocatecni cas ¢, = 10s, koncovy cas Ty = 3 - 10°sa ¢asovy krok At volime na
jednotlivych sitich 4 x mensi oproti pivodni dloze, tedy At = 0,3125s pro sif N, = 400 a pro ostatni
sit€ At ~ h?. Zmensenim Easového kroku dosghneme vys$8i presnosti numerického feSeni pro dlohu s
rychlymi zmé&nami stavu systému béhem vyvoje. Dle vysledkt v tab. 4.5|je konvergence v norméch L'a
L? pro tuto tlohu také prvniho ¥4du, v normé L™ se EOC postupné zvysuji se zjemiiovanim sitg.
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No D IExl;  EOC,  [|Eyl,  EOC,  [Eyl.  EOC,
25 4 2,890 - 107 3,043 - 1072 3.576 10"

50 2 1825.10t%0 0003 gay gz 0056 aay g 0617
100 1 1,014 - 107 0,848 1.074 - 102 0,846 1310 10-% 0,832
200 05 533310 9927 5654100 0926 (51910705 0921
200 025 2732-10° %99 5806.1070 099 355010700 0963

Tabulka 4.4: EOC v normédch L', L* a L™ pfi pouZiti schématu s upwindovou stabilizaci pro dlohu s
pocateénim Casem ty = 3 - 10°sa koncovym Casem Ty = 15 - 10°s. Casovy krok je volen At = 1,255
na nejjemnéjsi siti NV,, = 400 a pro hrubsi sité At ~ h2.

N, h 1 Enll4 EOC, (R8P EOC, I Epll oo EOC,,
25 4 1,674 - 1019 1,772 - 107" 2.147-107%

voo 1,147 o 1014 3 0,162
50 2 7,562 - 10 0315 577010 037, 191910 0359
100 1 6,081 - 107 1’101 6,779 - 10~ 0’893 1,496 - 1079 0’414
200 0,5 2,835-107% 1’041 3,651 -10" 0’966 1,123-107% 0’702
400 025 1378-107% 1,869 .10 6.900-107%

Tabulka 4.5: EOC v norméach L', L* a L™ pfi pouziti schématu s upwindovou stabilizaci pro tlohu s
pocéte¢nim Casem ¢, = 10s a koncovym Casem T = 3 - 10°s. Casovy krok je volen At = 0,3125s na
nejjemnéjsi siti N,, = 400 a pro hrubs{ sité At ~ he.

4.2 Stlacitelné proudéni bez gravitace

V predchozi kapitole jsme se zabyvali dlohou ve specidlnim tvaru, aby bylo moZné vyuZit znalosti
analytického feSeni. Déle se budeme zabyvat modelovymi tilohami s hodnotami koeficientt, které se vice
bliZi hodnotdm ze skute¢ného svéta.

V tloze se zabyvame proudénim stlacitelné tekutiny poréznim prostiedim, pfiCemz predepisu-
jeme stavovou rovnici idedlniho plynu (I.5). Pfi modelovéani proudéni vzduchu pomoci vyse popsaného
modelu volime moldrni hmotnost tekutiny M = 28,96 g - mol ?, pro simulace popsané v této kapitole
volime teplotu systému 7' = 300 K a pro tplnost zde uvadime také hodnotu moldrni plynové konstanty,
kterd je priblizn& rovna R = 8,3144621J - mol ' - K '. Pfi dané teploté T je dynamické viskozita
vzduchu pfibliZzn€ rovna pn = 18,7 - 10 °Pa-s.

Ulohu fesfme na obdélnikové oblasti € o rozmérech 100 x 100m? bez vlivu gravitace (g = 0), coz
v praxi odpovidd zkoumani proudéni v horizontdlni vrstvé. Pro jednoduchost predpokldddme homogenni
izotropni prostfedi s porozitou ® = 0,4 a permeabilitou k = 107 m?.

Pocatecni stav systému predepisujeme pomoci konstantni funkce p, = 10° Pa na 9. Levou, doln{
a pravou stranu obdélnikové oblasti € pfedpoklddame nepropustné, poZadujeme tedy splnéni podminky
GdNew, = 0. Na horni stran€ oblasti predepisujeme Dirichletovu podminku jako linedrni pfechod mezi
hodnotami p; = 10° Pa v levém hornim a py = 1,01 - 10° Pa v pravém hornim rohu oblasti €2, ¢imZ
simulujeme vitr foukajici podél zkoumané oblasti. Pomoci numerické simulace zkoumame vyvoj systému
za téchto podminek v ¢asovém intervalu [0, T'] pro koncovy ¢as Ty = 10%s.
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4.2.1 Numerické reSeni

v vew

Vyse popsanou dlohu feSime pomoci TNL feSice nejprve na siti o 100 x 100 elementech s casovym
krokem At = 30s. Po zkuSenosti s Barenblattovou tlohou [4.1] volime ndsledujici parametry GMRES
reSiCe: zastavovaci parametr € = 102, restartovan{ po m = 10 iteracich a minimdlni pocet iteraci
mg = 5. S témito parametry dosahujeme dobrych vysledkt i na jemnéjSich sitich pfi zmenSovani
Zasového kroku At ~ h2.

Casovy vyvoj feseni pro sif N, = 100 je zobrazen na obr. Zpocitku se rozloZenf tlaku v oblasti
méni relativné rychle a po vyrovnani rozdilu mezi pocatecni podminkou a Dirichletovou podminkou na
hornf strané oblasti se rychlost zmén postupné zmensuje. ReSeni se postupné bliZ{ staciondrnimu stavu,
kterého se prakticky dosdhne v Case t = 10%s.

4.2.2 Srovnani vykonu

¥ Mew

Pro tdlohu bez gravitace dile podrobnéji zkoumame efektivitu TNL feSice z hlediska vypocetnich cast
pri pouziti rizného hardware. Simulaci popsanou vyse spustime s identickymi parametry postupné na
nékolika riznych pocitacich, jejichZ hlavni parametry jsou shrnuty v tab. 4.6] Nasim hlavnim cilem je
prokdzat urychleni vypoctu pti pouZiti GPU namisto CPU a piipadné charakterizovat hardware, na kterém
k urychleni nedojde.

Oznaceni  Hardware Pocet jader Frekvence
CPU, Intel Core i7-3770K 4" 3.5GHz

A GPU,, NVIDIA Tesla K40c 2880 745 MHz
GPU,, NVIDIA Tesla K20c 2496 706 MHz

g CPUs  Intel Core 2 Duo E6600 2! 24GHz
GPUp  NVIDIA GeForce GTX 590 2x512F 1215 MHz

o CPUc  Intel Core i5-2430M 2! 24GHz
GPU:  NVIDIA GeForce GT 525M 96 950 MHz

p CPUp  AMD Phenom II X6 1100T 6! 3.3 GHz
GPUp  NVIDIA Tesla C2070 448 1147 MHz

f Vypocty na CPU vzdy vyuZivaji pouze 1 jadro.
Karta GeForce GTX 590 obsahuje celkem 1024 jader rozdélenych do dvou
samostatnych GPU. Knihovna TNL v soucasné verzi dokdze vyuZzit pouze 1 GPU,
tedy 512 jader.

Tabulka 4.6: Hardware pouzity k vypoctim.

Absolutni doby vypoctu pro danou simulaci na sitich s N, x N, elementy, N, = 100, N, = 200,
N, = 400 a N, = 800 jsou uvedeny v tab. V jednotlivych sloupcich jsou nejprve uvedeny cCasy
pro CPU a poté pro GPU s oznacenimi zavedenymi v tab. 4.6 Relativni srovndni dob vypoctu pro tGlohu
bez gravitace pro jednotlivi CPU a GPU z tab. 4.6 uvadime v tab. 4.8] Hodnoty uvedené v tab. [4.§]
po&itdme jako maximdlni doba vypoctu na dané siti délend dobou vypoctu pro danou PUP|a danou sit,
tedy r; ; = max;{a; ;}/a; ;, kde a; ; oznacuje absolutni dobu vypoctu na i-tém fadku a j-tém sloupci

tab.

3Processing Unit
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Na malych sitich pfi pouziti GPU neni znét urychleni vypoctu oproti CPU, s rostoucim poctem
elementq sité se rozdil zvétSuje a na nejjemnéjsi siti N,, = 800 je vypocet na GPU (pomineme-li GPU()
fadov€ 10x rychlejsi. Dédle pokud bliZze srovndme Casy dosaZené na pocita¢ich s oznaenim A a B,
pozorujeme prfiblizn€ trojndsobny rozdil mezi nejlep$im a nejhorsim ¢asem na CPU (CPU, vs. CPUg),
ale rozdil mezi odpovidajicimi casy na GPU 4 ; a GPUp je pouze 30%, coZ ptibliZn€ odpovida teoretickému
rozdilu ve vykonnosti t€chto GPU. Doba vypoctu na GPU tedy neni prili$ ovlivnéna vykonem CPU na
daném pocitaci a celkové srovndni mezi v§emi CPU i GPU v tab. #.8) md proto dobry smysl.

Mezi procesory se ukdzal byt nejrychlejSim procesor s oznacenim CPU 4, naopak na CPUp, bylo pro
danou tdlohu dosaZeno vyrazné horsich vysledkd, coZ je zpisobeno zejména malou paméti cache. Na
pocitaci s oznaenim A, kde bylo dosaZeno nejlepsich casi na CPU i GPU, je pro sif NV, = 800 paraleln{
vypocet na GPU,; pfibliZzné 11 x rychlejsi oproti CPU. Rozdil 15% mezi GPU,; a GPU4, odpovida
rozdilu v poctu jader téchto GPU. Na GPU starsi generace (GPUg a GPUp) bylo dosazeno priblizné
0 30% horsich Casti ve srovnani s nejlepsim Casem dosazenym na GPU,;. Vykon GPU¢ je ovlivnén
zejména malym poctem jader a pomalou paméti.

N, CPU, CPU; CPU. CPU, GPU,, GPU,, GPUy; GPU. GPUp
100 8,0 17.6 11,9 13,0 5.4 5.7 6,9 21,7 5.2
200 80,9 2047 1227 1828 183 198 257 1280 23,1

400 10559 3193,2 17050 2405,8 135,0 154,3 195,3 13319 191,2
800 17834,0 52851,2 25074,7 37574,5 1557,7 1821,1 23352 18565,8 23800

Tabulka 4.7: Absolutni doby vypoctu v sekundich pro tilohu bez gravitace na jednotlivych PU z tab.

N, CPU, CPUy CPU. CPU, GPU,, GPU,, GPUs GPU:. GPUp

100 2,7 1,2 1,8 1,7 4,0 3,8 3,2 1,0 4,2
200 2,5 1,0 1,7 1,1 11,2 10,4 8,0 1,6 8,8
400 3,0 1,0 1.9 1,3 23,7 20,7 16,4 24 16,7
800 3,0 1,0 2,1 1.4 33,9 29,0 22,6 29 22,2

Tabulka 4.8: Relativni srovnani dob vypoctu pro tlohu bez gravitace na jednotlivych PU z tab.
Hodnoty pocitdme jako maximdlni doba vypoctu na dané siti délend dobou vypoctu pro danou PU a
danou sit, tedy 7; ; = max;{a; ;}/a; ;, kde a; ; oznacuje absolutni dobu vypoctu na i-tém fadku a j-tém

sloupci tab.
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Obrézek 4.3: Vyvoj tlaku vzduchu p v €ase pro tlohu bez gravitace
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4.3 Stlacitelné proudéni s gravitaci

V posledni tloze se zabyvdme modelovdnim proudéni stlaCitelné tekutiny poréznim prostfedim
pfi uvaZovani gravitacniho vlivu. Konkrétni parametry simulace zvolime stejné jako v kapitole 4.2]
véetn€ vSech parametrd TNL feSie, a zménime pouze sloZky vektoru gravitatniho zrychleni g. Pri
vypoctu prvkl lokdlniho vektoru G'g pro obdélnikovy element v kapitole jsme predpokladali
vektor gravitacniho zrychleni ve tvaru g = (0, —g, ), zkoumédme tedy proudéni ve vertikdlni vrstvé. Pro

hodnotu g, = 9,81 m - 52 je na obr. zobrazeno numerické feSeni této dlohy na siti o 100 x 100

elementech. Systém opét spéje ke staciondrnimu stavu, kterého se prakticky dosdhne v ¢ase ¢t = 10%s.
Vlivem gravitace tlak tekutiny v systému klesa s rostouci vySkou nad nepropustnou spodni stranou
oblasti, v horni ¢4sti oblasti je rozloZeni tlaku ovlivnéno pfedepsanou okrajovou podminkou na horni
stran€ oblasti.

Vliv gravitace ptfedstavuje v rovnici advek¢ni Clen, ktery md vliv na stabilitu numerického
schématu. Dale tedy sledujeme chovani fe$i¢i v zavislosti na sile gravitacniho vlivu. Na siti 0 400 x 400

elementech jsme feSili tlohu popsanou v ptedchozim odstavci a volili jsme riizné hodnoty parametru g,,.

Pfi pouziti TNL feSice je dle tab. patrné zévislost doby vypoctu na parametru g, , pro g, = 5000 m - 52

navic feSeni linedrnich soustav v jednotlivych ¢asovych krocich zabira ¢im dal tim vic iteraci (v prvnim
Casovém kroku 30 iteraci, v poslednim 3500). Pfi pouZiti UMFPACK feSiCe je sice pro malé hodnoty g,

doba vypoctu nezavisla na g,, ale pro g, > 10000 m - 52 po néekolika casovych krocich v disledku
numerickych chyb selZe fesi¢ soustav linedrnich rovnic. Zakladni schéma bez upwindové stabilizace
popsané v kapitole 2| tedy nenf stabilni pro silné advekéni dlohy.

Pri pouZiti upwindové stabilizace se schéma stabilizuje i pro extrémni hodnoty g,,, ale doba vypoctu
je nachylna na volbu casového kroku vzhledem k pocateéni podmince. Pro ,nepfesnou” pocatecni
podminku je potieba zvolit velmi kritky Casovy krok, aby vibec feSi¢ linedrnich soustav v prvnim
¢asovém kroku konvergoval, pfitom pro ndsledujici Casové kroky je takto zvoleny casovy krok zbytecné

vvvvv

volbu ¢asového kroku pro advekéni dlohy.

gylm - s7?] Doba vypottu [s]

0 226,3

10 270,3
100 524.,8
500 1037,0
1000 16823
5000 38480,6

Tabulka 4.9: Doby vypoctu pfi pouZiti TNL feSice bez upwindové stabilizace v zavislosti na sile gravitace.



KAPITOLA 4. NUMERICKE VYSLEDKY

p [Pa]

100 101600 100

80
__. 60
£,
=40

20

0

101400

101200 80
101000 60
100800 B
100600 40
100400 20
100200

100000 0

20 40 60 80

100

0 100 0 20 40 60 80
x [m] z [m]
(@)t = 10s (b)t =100s
p [Pa]
100 101600 100
‘ 101400
80 101200 80
__ 60 101000 60
E) 100800 &
= 40 100600 . 40
50 100400 50
100200
o T ® 100000 0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80
x [m] x [m]
(©)t=10%s @t=2510%s
p [Pa]
100 101600 100

80

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80
z [m] z [m]
(e)t=>5-10s MHt=10"s

Obrézek 4.4: Vyvoj tlaku vzduchu p v ¢ase pro dlohu s gravitaci

101400
101200 80
60 101000 _ 60
E) 100800 &
= 40 100600 40
% 100400 20
0 100000 0

100

100

p [Pa]
101600

101400
101200
101000
100800
100600
100400
100200
100000

p [Pa]
101600

101400
101200
101000
100800
100600
100400
100200
100000

p [Pa]
101600

101400
101200
101000
100800
100600
100400
100200
100000



Zaver

V préci jsme se zabyvali modelovdnim stlacitelného jednofdzového proudéni v poréznim prostfedi a
implementaci paralelniho fesi¢e na GPU. V prvni kapitole vénujici se formulaci zkoumaného problému
jsme na zdkladé rovnice kontinuity, Darcyho zdkona a stavové rovnice sestavili soustavu parcidlnich
diferencidlnich rovnic popisujici chovani zkoumaného systému. Tuto soustavu jsme déle doplnili o
pocatecni a okrajové podminky.

Pro teSeni zformulované dlohy jsme ve druhé kapitole sestavili semi-implicitni numerické schéma
zalozené na kombinaci smiSené hybridni metody konecnych prvkd a metody konecnych objemt pro
prostorovou diskretizaci. Pro ¢asovou diskretizaci jsme pouZili zpétnou Eulerovu metodu a ziskané
diskrétni schéma jsme linearizovali v ¢ase pomoci metody zamrzlych koeficienti. Vzniklou soustavu
linedrnich rovnic jsme dédle upravili pomoci metody hybridizace a sniZili tak pocet rovnic v soustavé. V
posledni ¢asti této kapitoly jsme popsali modifikaci zakladniho numerického schématu pomoci upwindové
stabilizace.

Tteti kapitola této prace se vénuje implementaci numerického schématu bez upwindové stabilizace. V
prvni ¢asti kapitoly je popsdna implementace numerického schématu pomoci vlastniho kédu v jazyce C++
s vyuzitim knihovny UMFPACK pro feSeni fidkych soustav linedrnich rovnic. Tento fesi¢ slouZil predevsim
jako testovaci nastroj a odrazovy mtstek pro netrividlni implementaci paralelniho feSi¢e pomoci knihovny
TNL, kterd je popsdna ve druhé ¢asti kapitoly. Knihovna TNL poskytuje mimo jiné efektivni iteracni fesice
pro feseni fidkych soustav linedrnich rovnic a jednotné rozhrani pro architekturu CUDA, takzZe vysledny
program Ize spustit jak na CPU, tak i masivné& paralelné na GPU. Implementace a optimalizace paralelniho
reSiCe zabrala podstatnou ¢ast vyvojového Casu, predevsim kvili specifické architektufe GPU z hlediska
prace s paméti a netrividlni paralelizaci numerického schématu.

Konvergenci obou variant numerického schématu a sprdvnost ndsledné implementace jsme overili
pomoci experimentdlni analyzy konvergence pro Barenblattovu tlohu se zndmym analytickym feSenim.
Konvergence numerického schématu bez upwindové stabilizace je druhého fadu, pti pouZiti upwindové
stabilizace je konvergence pouze prvniho fadu, coZ odpovida vysledkim v literatuie. Z hlediska efektivity
je pro danou dlohu na siti se 400 x 400 elementy (tj. 320800 stupii volnosti) pouziti TNL feSice na CPU
priblizn€ 7x rychlejs$i oproti UMFPACK feSici, dalSiho priblizn€¢ sedmindsobného urychleni vypoctu je
mozné dosdhnout spusténim paralelntho TNL feSi¢e na GPU. Celkové je tedy urychleni pfi pouZiti TNL-
skuteCnymi materidlovymi parametry na siti s 800 x 800 elementy (tj. 1281600 stupiiti volnosti) je
urychleni TNL-GPU fesice oproti TNL-CPU 10x az 30x v zavislosti na pouZitém hardware. Na advekéni
dloze s gravitatnim vlivem byla prokdzdna nestabilita zdkladni varianty numerického schématu bez
upwindové stabilizace. Pri pouZiti upwindové stabilizace je schéma stabilni, ale pro praktické vyuZiti je
potfeba implementovat adaptivni volbu ¢asového kroku.

Do budoucna bude cilem vyuZit ziskané poznatky paralelizace MHFEM/FVM schématu v rdmci
knihovny TNL pro implementaci obecného modelu vicefdzového kompozi¢niho proudéni v poréznim
prostredi.
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