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Tato priace se zabyvd numerickym feSenim dvoufdzového nemisivého proudéni v
poréznim prostfedi a implementaci masivné paralelniho fesice vyuZivajictho mo-
derni architektury GPU. Pro numerické feSeni zformulované ulohy sestavime semi-
implicitni numerické schéma zaloZené na hybridni metodé smiSenych konecnych
prvkt a metod€ konecnych objemt. Pro zlepseni numerickych vlastnosti schématu
je vyuZzita upwindovd stabilizace a metoda mass-lumping. Schéma je implemento-
véano pro paralelni architektury GPU s vyuzitim platformy CUDA a knihovny TNL.
Experimentdlni analyzou fddu konvergence pro testovaci tlohy se znimym semi-
analytickym feSenim ovéfime spravnost implementace a konvergenci numerického
schématu. Chovéani riznych modeld kapilarity a variant numerického schématu pii
feSeni advekcné-diftiznich dloh v heterogennim prostfedi oveéfime pomoci tlohy
s referencnim feSenim publikovanym v literatufe. Pro zvolenou testovaci dlohu
porovname efektivitu paralelniho vypoctu na GPU a provedeme podrobnou analyzu
efektivity paralelizovaného algoritmu.

Dvoufdzové proudéni, hybridni metoda smiSenych konecnych prvki, mass-lumping,
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Uvod

Problematika studia procest v poréznim prostfedi je velmi bohatd a modelovani proudéni je jednim
ze zakladnich prostfedkl analyzy a predikce téchto procesi. Matematické modely slouZi jako podklad v
fadé praktickych aplikaci, od primyslovych aplikaci jako t€Zba ropy, ukladani CO4 nebo radioaktivnich
odpadi, pres ekologické aplikace jako napf. ochrana zdrojt pitné vody a simulace Sifeni kontaminace v
podzemi, aZ po armddni aplikace jako napft. detekce min. V této prici se budeme zabyvat numerickym fe-
Senim dvoufdzového nemisivého proudéni, coz je zjednoduSeny matematicky model, ktery vSak poskytuje
mnoZstvi dloh zajimavych z teoretického pohledu i z hlediska numerického feSeni. Pro studium proudéni
v poréznim prostiedi existuje mnoho numerickych schémat zaloZenych na metodach konecnych diferenct,
kone¢nych objemt nebo konecnych prvkd, pricemzZ kazd4 z metod ma své vyhody a nevyhody. V této
praci popiSeme pokrocilé numerické schéma zaloZené na hybridni metodé smiSenych konecnych prvkt a
semi-implicitnim pfistupu k c¢asové diskretizaci. Pouziti smiSené hybridni metody smiSenych konecnych
prvkid ma oproti klasickym metoddm fadu vyhod: umoZiiuje pouZiti obecnych nestrukturovanych siti, vede
na soustavu s pozitivné definitni matici a Ize ji dobre paralelizovat. Linearizace v ¢ase pomoci metody
zamrzlych koeficientl vedouci na semi-implicitni schéma ma oproti pln€ implicitnim metoddm vyhody v
lepsi efektivité.

Numerické simulace komplexnich dloh z oblasti modelovani proudéni vyZaduji obrovsky vypocetni
vykon modernich pocitaci. BéZnym zplisobem, jak dosdhnout poZzadovaného vysledku v kratsim case,
je paralelizace pouzitych algoritmli a rozprostfeni zatéZe mezi vice vypocetnich jednotek. Tradi¢ni
architektury vyuZivajici vicejddrovd CPU jsou omezena relativnh€ malym poctem vypocetnich jednotek
a zejména datovou propustnosti operacni paméti. V poslednich letech se rapidné€ rozviji oblast obecnych
vypocti na GPU, coZ jsou pomocné vypocetni jednotky uréené primarn€ pro vypolty spojené s
pocitacovou grafikou, které si ziskaly oblibu diky mnohondsobné vy$§simu vykonu oproti béZnym
procesortim. Dne$ni GPU disponuji typicky tisici vypocetnimi jednotkami, které jsou oproti modernim
sofistikovanym CPU podstatné primitivnéjsi, ale jako celek poskytuji mnohondsobné vys$si vypocetni
vykon. Aby bylo moZné efektivné vyuZit potencidl této masivné paralelni architektury, jsou GPU
vybavena specidlni paméti, kterd je radoveé rychlejs$i oproti béZné operacni paméti. Z programatorského
hlediska je vyvoj efektivniho kédu pro GPU netrividlni zejména z hlediska dobrého rozprostieni fesené
ulohy mezi vSechny vypocetni jednotky a efektivniho vyuZiti hierarchie paméti.

Cilem této prace je implementace masivné paralelniho feSice pro numerické feSeni dvoufazové-
ho nemisivého proudéni v poréznim prostiedi pomoci hybridni metody smiSenych konecnych prvka.
Vysledny feSi¢ bude urcen primarn€ pro paralelni architekturu GPU a pro dcely srovnani také pro
architekturu dne$nich CPU. K implementaci kédu v jazyce C++ vyuZijeme platformu CUDA a knihovnu
TNL. Spravnost implementace a konvergenci numerického schématu ovéfime pomoci testovacich dloh se
zndmym pfesnym feSenim nebo zjednoduSenych tloh s referenénim feSenim publikovanym v literatufe.
Déle porovname efektivitu paralelniho feSice vzhledem k jeho zdkladni sériové verzi a provedeme
podrobnou analyzu paralelizovaného algoritmu.



Struktura prace

V prvni kapitole popiSeme danou problematiku ve fyzikdlnim kontextu, zavedeme zdkladni pojmy
nezbytné pro popis porézniho prostiedi a vicefdzového proudéni ovlivnéného kapilaritou a zformulujeme
soustavu parcidlnich diferenciédlnich rovnic popisujicich dvoufdzové proudéni v poréznim prostredi.

Druh4 kapitola predstavuje mezistupeil mezi konkrétni formulaci dlohy dvoufdzového proudéni v
poréznim prostiedi a popisem numerického schématu. Je zde popsana soustava parcidlnich diferencidlnich
rovnic s obecnymi koeficienty doplnénd o pocatecni a okrajové podminky a konkrétni volba nelinedrnich
koeficientl pro danou tlohu.

Tteti kapitola se vénuje popisu numerického schématu zaloZeného na kombinaci hybridni metody
smiSenych kone¢nych prvki a metody kone¢nych objemt pro prostorovou diskretizaci, Eulerovy metody
pro Casovou diskretizaci a semi-implicitnim pfistupu metody zamrzlych koeficientli pro linearizaci
diskrétniho schématu v Case. V posledni ¢dsti kapitoly je popsédn algoritmus vypoctu numerického feseni
a pouZiti metody mass-lumping pro zlepSeni numerickych vlastnosti schématu.

Ve ¢tvrté kapitole je popsdna paralelizace numerického schématu, véetné paralelizace algoritmu pro
feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic, a implementace feSice pro paralelni architekturu GPU s
vyuzitim platformy CUDA a knihovny TNL.

V posledni kapitole jsou prezentovdny vysledky numerickych simulaci. Pro ovéfeni spravnosti
implementace a konvergence numerického schématu jsou vyuZity testovaci dlohy se zndmym semi-
analytickym fesenim. Experimentdlni analyza fddu konvergence je provedena pro tlohy v 1D a ve 2D.
Dile jsou popsdny dvé advekcng-difizni dlohy simulujici bariérovy efekt a na zvolené testovaci dloze je
provedena podrobnd analyza efektivity vypoctu.



Kapitola 1

Dvoufazové proudéni v poréznim prostredi

V prvni kapitole popiSeme fyzikdlni kontext a matematicky model problematiky dvoufizového
nemisivého proudéni v poréznim prostiedi. Postupné zavedeme zdkladni pojmy potiebné pro popis
porézniho prostiedi a jeho vlastnosti, veli¢iny potfebné pro popis vicefizového proudéni a uvedeme
rovnice popisujici toto proudéni. V zdvéru kapitoly zformulujeme soustavu parcidlnich diferencidlnich
rovnic, kterou se budeme zabyvat v dalSich kapitolach.

Definice pojmt jsou pfevzaty z [1]] a [9]], kde 1ze najit podrobnéjsi popis této problematiky.

1.1 Porézni prostredi

Poréznim prostredim rozumime takové prostiedi, které je tvofené primarn€ pevnymi latkami (skele-
tem), ale které obsahuje prazdné dutiny, neboli pory. Typickymi piiklady porézniho prostfedi jsou zemina
sloZend ze Stérku, pisku, jilu a organické hmoty, molitan, nebo rostlinnd a Zivocisné tkai. Péry mohou
byt vyplnény jednou nebo vice tekutinami (napf. vodou, vzduchem), pficemz predpokladame nésledujici
vlastnosti [|1]]:

* péry tvofi propojenou sit,
* pory jsou dostatecné velké ve srovnani s rozméry molekul tekutin vyskytujicich se v systému,

* pory jsou dostate¢né malé na to, aby proudéni tekutiny bylo fizeno adheznimi silami na rozhrani
tekutiny a skeletu.

Pfi splnéni téchto predpokladl 1ze uvaZzovat matematicky model proudéni tekutin v poréznim prostfedi
popsany v této préci.

Na tlohy proudéni v poréznim prostiedi miZzeme nahliZet z riznych méfitek. V makroskopickém
méFitku pozorujeme jen nékteré vlastnosti porézniho prostiedi, napr. rozdilnou primérnou hrubost zrn
pisku, ale nejsme schopni rozliSit vnitini strukturu materidlu. V mikroskopickém méritku jsme schopni
rozeznat jednotlivé péry, pricemz tekutiny stile povaZujeme za kontinuum. Teprve v molekuldrnim
mé¥itku jiz mGZeme pozorovat jednotlivé molekuly tekutin vypliiujicich péry. Proudéni tekutin lze popsat
v mikroskopickém méfitku pomoci soustavy Navierovych—Stokesovych rovnic s piislusnymi okrajovymi
podminkami. Porézni prostfedi ma ale obvykle sloZité geometrické uspotddani, které neni zndmo na
mikroskopické tirovni, navic okrajovych podminek by bylo pfili§ mnoho na to, aby bylo mozné provést
numerickou simulaci.

Pro popis procesti v poréznim prostfedi z makroskopického hlediska je nutné zavést makroskopické
veli€iny, které popisuji mikrostrukturu prostfedi. Jednou z téchto velicin je porozita, kterd vyjadiuje podil
objemu pori v ¢asti uvazované oblasti vzhledem k celkovému objemu této ¢asti. Uvazujme oblast 2 C RY,
kde d = 1, 2 nebo 3, vyplnénou poréznim prostiedim a definujme funkci

(@) = {1 pokud bod x leZi v prdzdném prostoru, Ve € O, (1.1

0 pokud bod x lezi v prostoru vyplnéném skeletem,



Obrazek 1.1: Zavislost porozity ® na priméru [ referencni oblasti €2.

pficemz rozhodovéni, zda bod x leZi v prdzdném prostoru nebo v prostoru vyplnéném skeletem,
provadime na mikroskopické trovni. Primérovanim funkce + dospéjeme k makroskopické veliciné o
zvané porozita. Uvazujme tedy podoblast {2y C €2 obsahujici bod x. Pak veli¢ina ® je ddna vztahem

O(xg) = LN /’y(m)dx, YV, € Q. (1.2)

Hodnota porozity ® v daném bod¢€ x zdvisi na velikosti oblasti €2, pres kterou primérujeme. Na
obr. je zobrazena zavislost porozity ® na priméru [ oblasti €. Pro velmi malé hodnoty ! vykazuje
® vyrazné oscilace zptisobené nespojitosti funkce . Pfi pfekroceni urcité hodnoty [,,;.,, se hodnota
porozity ustdli na konstantni hodnoté a pro hodnoty [ > [,,,., Pfipadné makroskopické nehomogenity
opét destabilizuji hodnotu ®. Oblasti €2, pro které existuji hodnoty ,,;cro 2 lmacro takové, Ze pro
liero << U << 1y aero hodnota ® nezavisi na priméru oblasti [, oznacujeme jako reprezentativni objem,
zkrdcené REV]'| Pokud pro uvaZzované porézni prostiedi nelze pro néjaky bod x € €2 urcit reprezentativni
objem, nelze ke studovini proudéni v tomto prostfedi pouZzit makroskopické metody.

1.2 Faze

s w2z

Fazi rozumime chemicky homogenni ¢ast zkoumaného systému, kterd se od ostatnich ¢asti systému
lis1 svymi fyzikdlnimi vlastnostmi, a kterd je od ostatnich ¢asti systému oddélena jednoznacné uréenou
hranici.[1] Podle definice jsou tedy fdze na mikroskopické tdrovni nemisitelné. Pevnou fdzi rozumime
pevné latky, které tvoii skelet porézniho prostiedi. Obsahuje-li uvaZovany systém kromé pevné faze pouze
jednu dalsi fazi, hovofime o jednofdzovém systému. Pokud systém obsahuje dvé nebo vice dalSich fazi,
jednd se o vicefdazovy systém.

1.3 Saturace

Abychom mohli urcit rozloZeni fazi v systému z makroskopického hlediska, definujeme vhodnou
makroskopickou veli¢inu podobnym zpisobem, jak byla definovana porozita. Zkoumejme reprezentativni
objem 2y C 2 tvofeny poréznim materidlem vyplnénym nékolika fdzemi. V mikroskopickém méfitku
je v kazdém bodé x € (), pritomen bud skelet porézniho prostfedi, nebo pravé jedna z fazi. Lze tedy

"Representative Elementary Volume



definovat indik4torovou funkci v, fize o

Ve € Q, (1.3)

1 pokud bod x leZi v Case t v prostoru vyplnéném fizi o,
YalT, 1) = y
0 jinak,

Pomoci funkce v, definujeme saturaci faze o pomoci vztahu

[ Ya(®,1)
Q
Sy(zpt) =2 (1.4)
° J (. 1)
QO
kde xo € §2y. Veli¢ina S, je bezrozmérnd makroskopicka veli¢ina vyjadfujici pomér objemu obsazeného
fazi o ku objemu p6ri v reprezentativnim objemu 2. Pfimo z definice (1.4) plynou nasledujici vlastnosti:

0<S, <1, (1.5a)
> S5, =1 (1.5b)
[e%

1.3.1 Rezidudlni saturace

Je zndmo, Ze smécivou fazi (vodu) nelze z porézniho prostfedi mechanicky tplné vytlacit. Tento fakt
1ze matematicky popsat zavedenim tzv. rezidudlni saturace smacivé faze S, ,., kterd vyjadiuje minimalni
mnozstvi faze, které bude v poréznim prostfedi vZdy piitomno. Pro popis opacnych procesti 1ze definovat
také rezidudlni saturaci nesmacivé faze S,, ,.

Pro préci s rezidudlnimi saturacemi se déle zavad{ efektivni saturace S, faze a,
Sa - Sa,r

Sa: 1_256,7.7
B

(1.6)

ktera postihuje pouze objemovy podil faze, ktery 1ze mechanicky vytlacit. Pfimo z definice plyne, Ze
efektivni saturace ma stejné vlastnosti jako saturace (|1.5)).

1.4 Zakon zachovani hmoty

Zakony zachovani hraji dilezitou roli pfi popisu zachovavajicich se veli¢in. Pfirozenym pozadavkem
pfi popisu proudéni nékolika nemisitelnych fazi je zachovani hmoty kazdé z fazi:
0(¢Sapa)
ot

kde « je index dané faze a veliCiny vystupujici v rovnici maji nasledujici vyznam:

+ V- (pava) = fas (1.7)

o(x) [—] Porozita prostiedi. Dédle pfedpokladame, Ze porozita nezavisi na Case,
coZ odpovid4 piipadu, kdy je skelet porézniho prostfedi nedeformova-
telny.

-] Saturace taze o.
Hustota faze o.
Priisakova rychlost, neboli Darcyho rychlost faze a.

Clen charakterizujici zdroje a propady.
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1.5 Darcyho zikon

Makroskopickou prisakovou rychlost v, kazdé faze 1ze uréit pomoci Darcyho zakona [7]:

1
Vo = _7Ka(vpa - paQ)? (1.8)
Ha
kde nové veli¢iny maji nédsledujici vyznam:
pa(x,t) [Pal Tlak faze o.
ey [Pa-s|  Dynamickd viskozita faze «. Pfedpokldddme, Ze 1, je konstantni.
K,(z) [m’] Propustnost neboli permeabilita porézniho prostfedi vzhledem k fazi «, obecné

se jedna o symetricky, pozitivn¢ definitni tenzor 2. fadu.
g [m - s_z] Vektor gravitacniho zrychleni.

Darcyho zdkon byl odvozen pro jednofdzové proudéni. Pfi rozsifeni na vicefdzové proudéni se
predpoklada zavislost tenzoru K, nejen na vlastnostech prostiedi, ale také na saturaci faze «. Pokud jsou
péry vyplnény vice faizemi, nemtiZze fize o vyuZivat k proudéni cely prostor pérd a vysledna prisakova
rychlost u,, je proto niZsi, nez kdyz jsou pory vyplnény pouze jednou fazi.

Pfi modelovani se predpoklddd, Ze tenzor K, lze rozloZit jako soucin K, = k, ,(S5,)K, pfi¢emz
tenzor absolutni permeability (neboli vnitini propustnosti) K [m2] zavisi pouze na vlastnostech prostiedi
a relativni permeabilita k, ,, [—] na saturaci fize o a implicitné také na vlastnostech prostfedi. Relativni
permeabilita pfedstavuje Skdlovaci faktor spliujici 0 < £, ,(S,) < 1. Rizné modely relativni
permeability jsou popsdny v sekci

Darcyho zédkon lze psat ve tvaru

kra
Vg = — ,U7 K(vpa - pag)' (1.9)

k — _ L '1e <
o kde A, [Pa~" - s™" se nazyva mobilita féze «.

Pro ptehlednost se jesté zavadi znaceni A, =

1.6 Kapilarni tlak

Ve zbytku této prace se omezime na popis proudéni dvou fazi v poréznim prostfedi. Dvoufazové
proudéni v poréznim prostiedi je silné ovlivnéno kapilaritou. Piisobeni povrchového napéti na ostrém
rozhrani mezi fizemi v porech vyvolava rozdil mezi mikroskopickymi tlaky jednotlivych fazi. Na fazovém
rozhrani definujeme mikroskopicky kapilarni tlak . jako rozdil mezi tlakem nesmécivé faze m,, a tlakem
smacivé faze m,,

M, = T, — Myp- (1.10)

V disledku definice smacivosti je kapilarni tlak vZdy nezdporna veli¢ina, 7, > 0. Déle bude vZdy index
n oznacovat nesmécivou fazi (napf. vzduch) a index w smécivou fzi (napf. voda).

Na makroskopické drovni definujeme makroskopicky kapilarni tlak p,. pfirozené¢ pomoci stejného
vztahu jako v mikroskopickém piipadé

Pe = Pn — Pw> (111)

kde makroskopické tlaky p,, a p,, Ize definovat napt. primérovanim pfislusného mikroskopického tlaku
pres reprezentativni objem (REV). Makroskopicky kapildrni tlak obecné zdvisi na saturacich fézi,
teploté a rozmérech a usporadani pord. Ddle uvazujeme pouze zavislost kapilarniho tlaku na saturacich,
Pe = p.(S,,). Pro matematicky popis této zdvislosti se nejéastéji pouzivaji modely van Genuchtena a
Brookse a Coreyho.
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Brooks a Corey

V modelu Brookse a Coreyho [4] je zdvislost kapildrniho tlaku na saturacich urcena vztahem

N

Pe(Sw) = pa(Si) %, (1.12)

kde p, [Pa] a A [—] jsou parametry prostfedi. Parametr p,; pfedstavuje vstupni tlak pro dané prostiedi a A
souvisi s rozloZenim velikosti port.

Van Genuchten

Ve van Genuchtenové modelu [17]] je z4vislost kapilarniho tlaku na saturacich uréena vztahem

1 _1 B
Pe(Su) = — ((85)7m =1)", (1.13)
kde parametr o [Pa”'] charakterizuje vstupni tlak a parametry m [—] a n [—] popisujici strukturu p6ré

jsou obvykle svazany vztahem m = 1 — %

1.7 Relativni permeabilita

Permeabilita prostfedi vzhledem k fazi o byla zavedena v sekci vztahem K, = k, ,(S,)K.
Zavislosti k, , = k, ,(S,,) modelujeme skute¢nost, Ze priichodu fize o prostfedim brani kromé skeletu
také ptitomnost ostatnich fazi. V pifpad€ dvoufdzového proudéni Ize funkce k,. , a k,. ,, popisujici zdvislost
relativni permeability na saturaci odvodit z ptislusného modelu kapilarity [19].

Burdine

Modelu Brookse a Coreyho odpovidd Burdinetiv model [5} 6]:
e\ 230
kﬁw(Sw) = (Sw) o, (1.14a)
e\2 ey 22
Sa) = (S0 (1= (1 =80)% ), (1.14b)

kde p,; a A jsou parametry Brooksova a Coreyho modelu.

Mualem

Modelu van Genuchtena odpovidd Mualemtiv model [26]:

1 1 2
() = (852 (1= (1= (S5)m)™) (1.15)
o8, = (5% (1= (1= 55)7) ™" (1.15b)

kde m a m jsou parametry van Genuchtenova modelu.
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1.8 Rovnice dvoufazového proudéni

Shrnutim pfedchozich sekci dostdvdme ndsledujici soustavu rovnic popisujici dvoufdzové nemisivé
proudéni v poréznim prostiedi:

@(W + V- (puV) = fu (1.16a)
vy, = — A\ K(VPy — pw9), (1.16b)

(I)ﬁ(b;;tpn) + V- (ppvyn) = fns (1.16¢)
v, = -\K(Vp, —p,9), (1.16d)

Pe = Pn — Puws (1.16e)

S, +S, =1, (1.16f)

kde nezndmé funkce jsou saturace S, = S, (x,t) a tlaky p, = p,(x,t) fizi « € {w,n} pro x € Q
at > 0. Pro nestlacitelné faze je soustava (I1.16) kompletni, v ptipadé stlaCitelnych fazi by bylo potfeba
predepsat jeste stavové rovnice urcujici zavislost hustoty faze na tlaku.

13



Kapitola 2

Obecna formulace

Ulohu (I.16) budeme fe$it pomoci numerického schématu pro obecnou soustavu n parcidlnich
diferencidlnich rovnic ve tvaru

7j=1 7=1

proi=1,...,n,kde Z = [Z, ..., Zn]T je vektor nezndmych funkci zdvislych na poloze ¢ € © ¢ R% a
Caset € (0,7), kde d = 1, 2 nebo 3 oznacuje dimenzi prostoru a 7" > 0 uréuje koneény ¢as. Soustava
(2.1)) je doplnéna o pocdte¢ni podminku

Zj(x,0) = Z]"(x), VeeQ, j=1,...n, (2.2)

a okrajové podminky pro vechna ¢ € (0,7,

Zi(@,t) = Z) (x,1), Yz ell CoQ, j=1,..,n, (2.32)

v;(@,1) g (@) = v (z,t), VeeTN coQ, i=1,..,n, (2.3b)

kde v; oznacuje rychlostni ¢len

n
j=1
a rozklad hranice 0f pro vSechna j = 1, ..., n spliiuje
rPury = a0, (2.52)
r’nrd =o. (2.5b)

Koeficienty vystupujici v soustavé (2.1)) maji nasledujici vyznam: tenzor N = [N, J]? j—1 predstavuje
matici dtlumu, m = [m,];_; je nezdporny vektor koeficientd mobility, D = [D;;];';_; je tenzor
nulovych nebo symetrickych a pozitivné definitnich tenzort diftize, pricemzZ predpokladame, Ze pro kazdé
i existuje alespori jeden index j takovy, Ze D; ; je nenulovy, w = [w;]i—, pfedstavuje vektor externich
konzervativnich sil a f = [f;]i—, pfedstavuje vektor zdrojovych &lend.

Volba koeficientdi a nezndmych v obecné rovnici (2.1)) zavisi na konkrétni dloze a jeji formulaci.
Pro dlohu dvoufidzového proudéni v poréznim prostiedi zvolime s ohledem na pouZité numerické
schéma za primarni nezndmé funkce fazové tlaky, Z; = p,, a Z, = p,,. Po vyjadfeni zbylych neznamych
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pomoci fazovych tlakl a provedeni tprav ziskdme nasledujici volbu koeficientd:

ds,, 9py ds,
N — _(I)pwm_‘_(bswa;%w (I)pwd . (26 )
- ®p, W —Pp, Y 4 g Pa | >4
Pndp, Pn dp, + n Op,,
AUJ
m= "%, (2.6b)
2w
/MK 0
D= < 0 AtK>, (2.6¢)
Atprg>
w — : 2.6d)
<Atang (
f= <f“’> , (2.6€)
In

kde A; = A, + . Pro volbu koeficientti m a D byl vyuZit postup z ¢lanku [21]]. Pokud uvaZujeme fazi o
jako nestlacitelnou, bude vyraz g% nulovy (tj. hustota nezdvisi na tlaku) a koeficient N se ddle zjednodusi.
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Kapitola 3

Numerické schéma

V této kapitole popiSeme numerické schéma pro feSeni soustavy (2.1). Schéma je zaloZeno na
kombinaci hybridni metody smiSenych kone¢nych prvki (MHFE a metody konecnych objemi
(FVMEI) pro prostorovou diskretizaci, Eulerovy metody pro ¢asovou diskretizaci a semi-implicitnim
pristupu metody zamrzlych koeficientli pro linearizaci v ¢ase. Podobnou formulaci numerického schématu
pro feseni rovnic dvoufdzového proudéni 1ze nalézt v 13} 14, [21]].

UvaZujeme diskretizaci prostorové oblasti {2 C R” pomoci numerické sité¢ K;, tvofené konecnym
poétem elementt K, kde h > 0 oznacuje primér nejvétsitho elementu. Predpokladame, Ze sif je
konformni, tj. prinik dvou rtznych elementl je bud prazdny, vrchol, hrana nebo st€na. Pro aplikaci
numerického schématu se v této praci omezime na ekvidistantn{ strukturované sité tvorené v R' dseckami
avR? obdélniky. Schéma je v§ak obecné&jsi a dobie pouZitelné napf. na nestrukturovanych sitich tvofenych
trojuhelniky v R V ndsledujicich sekcich zna¢ime pocty vech vrcholdi, hran a elementi sité Kj, po
fade Ny, N a Ng. MnoZinu vn&jSich, resp. vnitfnich hran sit& K;, oznacime jako £, resp. £/™. Pro
mnozinu hran pfislusnych danému elementu K € K;, zavedeme symbol & .

3.1 Variacni formulace

Predpokladame, Ze vektorové funkce v; jsou pro vSechna ¢ = 1,...,n prvky funkéniho prostoru
H(div, ), kde

H(div, Q) = {w e LX) |V -we LQ(Q)} . 3.1)

SmiSenou variani formulaci dlohy (2.1)), lze forméln& odvodit vyndsobenim rovnice funkef
¢ € V = L*(Q) a rovnice (Z4) funkei w € W = H(div,) a integraci obou rovnic pies oblast
Q. Pro nalezeni pfiblizného feSeni Z, € V,v; € W, i = 1,...,n variacni tlohy pomoci metody
kone¢nych prvki prejdeme k vhodnym kone¢nérozmérnym podprostorim V,, C V, W, C W. V této
préaci pouZijeme prostory nejnizstho fadu, prostor po Castech konstantnich funkei Dy(K;,) a Raviartiv—
Thomastiv—Nédélectiv prostor RT5(K},).

3.1.1 Prostor RT|

Pfi definici Raviartova-Thomasova—Nédélecova prostoru RT((/C;,) vyuZijeme diskretizaci oblasti 2
pomoci numerické sité KC;,. Nejprve na kazdém elementu K € K;, definujeme lokdlni prostor RT(K)
generovany bazickymi funkcemi wy p € H(div, K), E € k. Konkrétni podoba prostoru RT(K)
zavisi na dimenzi prostoru a na geometrii elementu K, obecné je vSak vyhodné volit bazické funkce

"Mixed Hybrid Finite Element Method
*Finite Volume Method
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wg g tak, aby spliiovaly podminky

1
V- wip(@) = T VE € &, Vz € K, (3.22)
1
wK’E(w)nKF:W(SEF, VE,FGgK,VwGF, (32]3)
d—1

N

kde ny p oznacuje jednotkovy vektor vn&jsi normdly na hrané F' € Ex vzhledem k elementu K, |-,
znali d-rozmérnou Lebesgueovu miru (definujeme |E|, = 1 pro vSechna E' € £x) a dpp predstavuje
Kroneckerovo delta. Z podminek (3.2) ddle plyne

/V . (.UK7E(CC) = 1, VE € 8K7 (333)
K

F

Pomoci lokdlnich prostortt RT(K) definujeme prostor RT((K;,) tak, aby se jednalo o podprostor
prostoru H(div, ). Podle definice plati RT(K) C H(div, K). Definujme tedy prostor

RTO(K,) = {w e LX) | VK € K, w|g € H(div, K)} . (3.4)

Prostor RT)(K;,) viak nenf podprostorem prostoru H(div, Q). Ve smyslu tvrzeni 1.2 v knize [3, str. 95]
navic po funkcich w € RTB(ICh) poZadujeme spojitost normalovych stop na vnitfnich hrandch sité.
Tuto vlastnost miZzeme ekvivalentné vyjadrit pomoci bilanéni podminky, kterou pouZijeme pro definici
prostoru RT (K}, ):

RTy(K),) = { w e [L*(Q)]? | VK € Ky, w|x € RT(K); VE € &M E € Ex, N Ex,,

/"‘”Kl 'nK1,E+/w|K2 ng,g=0p. (3.5)
E B

Bazické funkce v R!

VR! jsou vsechny elementy K € K;, dseCky definované dvojici vrchold Vi, Vo € Vi, V] < V,. Zde
tedy Vi = € a bazické funkce prostoru RT((K) volime ve tvaru

1
wgy, = (= V), (3.6)
KoV |K |,

proviechna: € {1,2} ax € K = [V}, V,].

Bazické funkce v R>

V R? pro obdélnikovy element K = (0, h,) x (0, h,,) volime bazické funkce prostoru RT(K) ve

tvaru
1 (zy—h, 1 [z
wK,El(w) = ‘K| < ! 0 > 9 wK,Eg(w) = ‘K| <01> ;
2 2

()_L 0 (z) _ L [0
WK B\ _\K|2 zo—hy )’ WKBa _\K|2 T2/’
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kde x1, x5 znadi slozky vektoru x € K C R? a B4, Ey, Es, E/4 znali postupné levou, pravou, dolni a
horni hranu elementu K.

3.1.2 Aproximace rychlosti

Vyjéadienim aproximace funkci v; na elementu K € K;, pomoci bazickych funkci prostoru RT(K)
ziskdme

V| = Z Vi K, EWK,E- (3.8)
Eelk

Integraci normalové stopy v;| i -1 ¢ i vzhledem k elementu K pies hranu E € £ a's vyuZitim vlastnosti
bazickych funkci (3.3) dostaneme

/'Uz"K "MK E = / Z Vi K FWKF MK E = Vi KE- (3.9)

o E Fe&k

Koeficienty v; i p tedy odpovidaji numerickému toku funkce v; ptes hranu ' € £ ve sméru vn&jsi
normdly vzhledem k elementu K. JelikoZ pfedpokldddme, Ze funkce v; patii do prostoru H(div, Q2),
musi spliiovat podminku spojitosti normélovych stop na vnitinich hranich sité. Na hrané¢ E oddélujici
elementy K a Ky tedy musi platit

Vi K1, B T Vi Ky, E = 0. (3.10)

Tato podminka odpovida ptfedpokladu nulovych zdrojovych ¢lenG na hrané E a predstavuje tedy
lokaln{ bilanci veli¢iny v;. Standardnimu zdkonu zachovani hmoty vSak odpovida lokalni bilance toku
g; = m;v;. Problém nastava, pokud je mobilita m, rovna nule, coZ mtZe nastat napiiklad pfi modelovani
vicefdzového proudéni, kdy se prislusna faze v daném misté nevyskytuje. Degenerace mobility zptlisobi,
Ze bilanéni podminka typu (3.10) pro tok g; by nebyla jednoznaéné feSitelnd. Proto ke konstrukci
numerického schématu vyuzijeme pouze bilanci veli¢iny v, a mobilitu m; diskretizujeme jinym zpisobem
v nésledujici sekci.

Dile potiebujeme vyjadfit koeficienty v; . p pomoci diskretizovanych nezndmych proménnych Z;.
Definujme parcidlni rychlosti v; ; a pfedpoklddejme, Ze v; ; patii do prostoru H(div, Q2):

Aproximaci v; ; v lokdlnim prostoru RT(K') miZeme zapsat pomoci

vl = Z Vi 5 K, EYK E> (3.12)
Ee&y

kde w p oznaCuje bazickou funkci prostoru RT (/). Pfedpokldddme, Ze tenzor D, ; je bud nulovy
nebo pozitivné definitni. Pokud je D, ; na elementu K nulovy, je i projekce v; ;|; nulovd, a tedy i
koeficienty v; ; x p musi byt nulové. Pokud je D; ; na K pozitivné definitni, miZeme rovnici (3.11)
vyndsobit jeho inverzi a poZadovat splnéni vysledné rovnosti ve slabém smyslu:

Z vi,j,K,E/wf(,FD’;];le,E = /U«'};’FVZJ‘, VF S gK? (313)
Ecéy K K
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kde wy p oznacuje bazickou funkci prostoru RT(K). Déle s vyuZitim Greenovy formule a vlastnosti
(3.3) pro tpravu pravé strany (3.13)) dostaneme

—/w}‘;szj =— / Z;wi phok + /Zjv wigp=—Zip+ 2k, (3.14)
K oK K

kde Z; i a Z; p znali stfedni hodnotu veli¢iny Z; na elementu K resp. na hran€ F' € &g . PouZili jsme

oznaceni Z; j namisto Z;  p, jelikoZ predpokladdme spojitost veliCiny Z; na hranicich v§ech elementil.

To je v souladu s globalnim pohledem na varia¢ni formulaci feSené tlohy, viz [3, kap. 5.1.2].
Ptioznateni B, ; x pr = [} wITQ eD;. jlw &, muzeme rovnost (3.13) zapsat ve tvaru

> vigkeBijkpr = Zix — Zir- (3.15)
EcoK

Koeficienty B; ; i g tvoif na elementu K pozitivné definitni matici B, ; i = [Bi,j, K,E, F] Breg, &
oznacme jeji inverzi b; ; ic. Inverzi vztahu (3.15)) ziskdme

VigE = bijreZix — Y bijxErZie, (3.16)
Fegy

kdeb; ; k. p = >, UKk g r-Pomoci(3.16)jiz mizeme vyjadfit koeficienty v; j p pomoci Z; i a Z; p:
FE€y

n

Vi K.E = E bi ik, EZi K — E bijkEFZiF | + Wik E (3.17)
j=1 Fe€y

kde w; g 0znaCuje koeficient projekce vektoru w; do sméru wy g v prostoru RT(K):
w;| g = Z W; K, EYK,E- (3.18)
Beéy

3.1.3 Aproximace skalarnich veli¢in

Varia¢ni aproximace feSen{ i-té rovnice (2.1 v prostorech nejniz§iho fddu odpovida pouziti metody

kone¢nych objemi s centrem kone¢ného objemu v tézZisti elementu (CFVMEI). Maiéme kone¢nérozmérny
prostor V;, = Dy (K;,) funkei po Edstech konstantnich na elementech K € K;,, jehoZ bazické funkce jsou

1 pokudzx € K,
e () = b (3.19)
0 jinak.
Aproximace nezndmé Z; pak nabyva tvaru

Zi(x )~ Y Zix(ex(x), Vo eQ Ve (0,T). (3.20)
KeKy,

Koeficienty Z; j vystupujici v (3.20) zavisi na ¢ase a maji vyznam stfedni hodnoty veli¢iny Z; na
elementu K € K,

3Cell-Centered Finite Volume Method
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Vynésobenim ¢-té rovnice (2.1) bazickou funkci ¢y a integraci ptes oblast {2 dostaneme

- 0Z;
]:1K K K

Prvni integrdl na levé strané a integrédl na pravé strané rovnice (3.21)) nahradime stfednimi hodnotami
pfislusnych veli¢in. Druhy integral na levé strané rovnice (3.21)) upravime pomoci Greenovy formule,
¢imzZ dostaneme

= dZ; g (t 1 o
ZNi,j,K ](’1];( ) + K], Z m'y (t)/vi(m)t)h{ ‘ng p(E) = fi k), (3.22)
B

EE€€y

=1

v; i, (t)

kde n g p oznatuje jednotkovy vektor vn€jsi normdly na hrané E' vzhledem k elementu K a m; "’ (1)
predstavuje zatim bliZe neurcenou hodnotu veli¢iny m; na hrané¢ FE, kterd je v pfipad€ vnitini hrany
spolec¢nd pro oba elementy sousedici s hranou E. Volbu koeficientti mk ;p upresnime pozdéji.

Pro ¢asovou diskretizaci schématu vyuZijeme rozdéleni intervalu [0 T'] na malé dseky s mnoZinou

hrani¢nich bodt 7,

pricemZ délky Casovych krokl oznacime jako 7, = t;, 1 — t;. Ddle budeme hodnoty Casové zévislych
funkci vycislenych na ¢asové hladin€ ¢, € T znacit pomoci horntho indexu k.

Nelinedrni semi-diskrétni schéma (3.22)) diskretizujeme v ¢ase pomoci zpétné Eulerovy metody a
linearizujeme pomoci metody zamrzlych koeficientd. Tim ziskame rovnice diskrétniho schématu

n k+1 k
N Gk — ik 1
> Nijie
Tk

Jj=1

kupw k+1 _ pk+1 .
sz U’LKE_fi,K7 VZ—I,...,TL, (324)

1Kl ol

platné pro vSechny elementy K € K, a Casové hladiny k =0,...,M—1.

Nyni jiz mdZeme upiesnit volbu koeficientli mf - Pro zajiSténi stability schématu pro advek¢ni
ulohy pouZijeme stabilizacni techniku upwind [23]] a spole¢nou hodnotu veli¢iny m; na hrané E volime
dle sméru numerického toku funkce v; pfes tuto hranu na stejné ¢asové hlading:

k k
; okud v, >0,
myg" = {mZ’Kl b . Yk = VE € " E € €k, NEk,, (3.25a)
m; K, jinak,
k k
e — JMik - PRV e 20 g e g (3.25b)
B mip(t,)  jinak, K '

kde mf &, oznacuje stfedni hodnotu m; na elementu K, € K, a mEE pfedstavuje stfedni hodnotu m; na

hrané £ € £ 2“ piedepsanou dle Dirichletovy okrajové podminky (3.28). Zde je nutné podotknout, Ze pro
korektnost volby upwindové hodnoty na hranici oblasti 052 je potieba znat hodnotu /1%/pwindované veli¢iny
kromé Dirichletovy ¢4sti hranice F také na ¢asti Neumannovy hranice F , kde tekutina vtéka
dovnitf oblasti, tedy

V= {ac ey | v;(x,t) n(x) < 0} . (3.26)
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3.2 Sestaveni globalni soustavy rovnic

Pro spojeni rovnic (3.17) a (3.24) potfebujeme vyjadiit hodnoty koeficientd v; g v Case & = ¢ 4.

Nelinedrni vztah (3.17) linearizujeme v ¢ase pomoci metody zamrzlych koeficientt. Pfi vypoctu hodnot

zk }}1 g VyuZijeme hodnoty b; i i @ w; i Z pfedchozi ¢asové hladiny, ¢imz ziskdme linedrni vztah pro
Zk+1 Zk:+1

n

k+1 k ZhH k1 k
1KE_Z bijx.BZ; ZbJKEF + Wi K B> (3.27)
Jj=1 Fe&y

Proto diskrétni schéma (3.24) oznacujeme jako semi-implicitni.

k+1 Zk+1

Dile sméfujeme k sestaveni soustavy rovnic pro nezndmé Z;’ K ) K tomu ndm poslouzi bilan¢ni

podminka (3.10)) pro rychlosti v; platnd pro vnitini hrany E € Eh nezav1sle na ¢asové hlading. Potfebné
vztahy pro okrajové hrany E € £ ﬁ”ﬁ ziskdme diskretizaci okrajovych podminek.

3.2.1 Diskretizace okrajovych podminek

Pti diskretizaci okrajovych podminek predpokldddme, Ze na vSech vnéjSich hranach Eeg, ! je ddna

podminka pravé jednoho typu, tedy pro vSechna j = 1,... . n plati bud E' C I‘J nebo £ C I'; . Tento
piedpoklad l1ze chépat jako diskretizaci podminky (2.3).
Na Dirichletové ¢4sti hranice Fé) dle predepisujeme pfimo hodnotu funkce Z;, diskretizaci na

okrajové hrané E ziskdme piimo stfedni hodnotu Z Jk E

1

2= o [ @t Znltr) (3.28)
d—1

E

Diskretizaci Neumannovy podminky (2.3b)) na okrajové hrané E € £y ziskdme hodnotu koeficientu

Vv s

v; i g ktery md podle (3.9) vyznam toku funkce v; pres hranu F ve sméru vnéjsi normadly:

Uik = / o (@, ) 2 olp(ty).- (3.29)
E

3.2.2 Redukce soustavy

Spojem’m rovnic @]} (3.27), bilance rychlosti na vnitinich hrandch (3.10) a okrajovych podminek
a ) pro i = 1,...,n ziskdme soustavu n(Ny + Np) linedrnich rovnic pro stejny pocet
neznémj’/ch Zf }}1, ZiE k+1 j = 1,...,n. Tato soustava je vSak pro feSeni zbyte¢né velkd — miZeme totiZ
vyuZit jeji blokové struktury a pomoci metody hybridizace snlzlt pocet rovnic v dloze.

Z rovnic (3.24) a (3.27) 1ze vyjadtit nezndmé hodnoty Z K pomoci Zj]-f El ve tvaru

Zi = > Qi'RirZi + Qg Ry, (3.30)
Fe&y
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kde vektor Zy; Mo R” obsahuje neznamé hodnoty Z; j =1

vektoru R jsou nésledujici:

.,n a prvky matic Qi a Ry p a

Qxlij = Kl y, Kt D MU e (3.31)
Tk Ee&y
ko,
Ricrlig= > miw " bijxer (332)
Ee&y
IK | k
[Ricli = |Klufi + —2 ZN,],K Tk — Y mip " wi k- (3.33)
Be&y

Hodnoty Zp- vyjadtené pomoci (3:30) dosadime do (3.10) a spolu s okrajOV}’Imi podminkami (3.28) a
(3.29) ziskdme soustavu linedrnich algebraickych rovnic pro nezname Z F kterou symbolicky zapiSeme
v maticovém tvaru

AZMT —p, (3.34)

kde Z" = [z f H j=1]Fee, je vektor nezndgmych. Nezndmé v soustavé (3.34) nazyvame stupni volnosti

(DOEﬂ), pocet neznamych je N 'DoF = = nNg. Matice soustavy A je za uvedenych predpokladi fidka a
reguldrni. Reseni Z*™ = A™'b spolu s explicitnim vztahem (3:30) umoziiuje ziskat viechny hodnoty
potiebné pro piechod na nasledujici Casovou hladinu ¢ = 7 ;.

3.3 Algoritmus vypoctu

Soustava (3:34) spolu s explicitnim vztahem (3:30) ud4vaji, jak spoSitat aproximaci feSeni Z" ™ v
Case t, 1 pomoci aproximace Z" z pfedchozi ¢asové hladiny t;. Abychom ziskali aproximaci feSeni v
Case t = T" pomoci pocatecniho stavu v €ase tj, musime itera¢né urcit aproximaci ve vSech casovych
hladinich ¢;, € 7. Podrobny algoritmus vypoc¢tu numerického feseni pak vypada takto:

Algoritmus 1
1. Zvolime h > 0 a oblast @ C R% d = 1 nebo 2 pokryjeme strukturovanou konformni siti K.
Casovy interval diskretizujeme pomoci mnoZiny 7.

2. Nacteme vstupni data charakterizujici dlohu, tj. data popisujici poc¢atecni a okrajové podminky a
koeficienty rovnice (2.1)) v diskrétni podobé.

3. Polozime k = 0,t =ty = 0.

4. Inicializujeme koeficienty N; ; i, m; 10, D; j s Wi i > fi k Proviechnaz, j =1,...,n, K € K,
al ¢ 5K
5. Stfedni hodnoty mobility na hrandch m“? inicializujeme pro vnitini hrany E € £™ ze vztahu
y y iE 1 p y h

mi = 5(m; i, +m; ), kde K7 a K jsou elementy oddglené hranou E, a na vn&jsich hrandch

pouZijeme informace z okrajovych podminek.
6. Dokud ¢}, < T, opakujeme nésledujici kroky:

6.1. Aktualizujeme lokdln{ matice b; ; i, R p a vektory Ry pro vSechna i,j = 1,...,n,
K e Ky, F €.

4Degrees of Freedom
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6.2. Sestavime lokdlni matice Qz a vypoc¢teme inverze Q[_(l Rk p, Ql_(l Ry provsechny K € K,
Fe&y.

6.3. Sestavime matici A a vektor pravé strany b v soustavé (3.34).

6.4. Resime soustavu pro n Ny nezndmych ngl, i=1,...,n,E €&,

6.5. Dle (3.30) vypocteme fo{l provsechnai =1,...,n, K € K.

6.6. Aktualizujeme koeficienty N; ; rc, m; ks Dj j k> Wi kB> fix Pro viechna ¢,5 = 1,...,n,
Kek,, FEelg.

6.7. Dle aktualizujeme m %’ pro viechnai = 1,...,n, E € &,.

6.8. Pfejdeme na nésledujic{ Easovou hladinu, £ — k£ + 1.

7. V case t;, = T ziskdme numerické feSeni dané tlohy.

3.4 Vypocet prvki lokalnich matic

Popis numerického schématu zakon¢ime podrobnostmi tykajicich se vypoctu prvkt lokdlnich matic
B, j k = [Bij k5 FlE Fee, avektori W; g = [w; i plpeg, definovanych pro viechnai,j =1,...,n
a K € Ky vsekci[3.1.2]
3.4.1 Vypocet matic B, ; - v R!

Uvazujme referenéni element K = [E;, Ey] C R' o objemu K|, = Ey — E; = h,, kde
Ey, By € Eg = V. V jednorozmérném pifpade lze tenzor D; ; reprezentovat jedinou skaldrni hodnotou
D; ;, pfiCemz stfedni hodnotu D; ; na elementu K oznacime jako D ; . Pifmym vypoctem defini¢nich
integrald B; ; g g r = D;;K fK wf(,EwK7F pro E, F' € £ dostaneme

1. 1 2 -1
Bi,j,K = gDi,j,Kha: <_1 2) . (3.35)
Inverzni matice b; ; x = B, j17  Ma tvar

Dk (4 2
b; ik = hj (2 4>. (3.36)

x

V praxi se viak ukazuje (viz sekci [5.4), Ze tato volb'il koeficientl b; ; ;¢ g miZe v simulaci Gloh v
heterogennim prostfedi zptisobovat nezadouci oscilace. ReSenim je pouzit metodu mass-lumping [35]] a
integrély definujici prvky matice B, ; i spocitat pouze priblizn€ pomoci numerické integrace

K| 5
/ﬁ(m)dm T Zf(mi)» (3.37)
K i=1
kde body x; umistime do vrcholl elementu K. Takto ziskand matice B z(g]) i je diagondlni a ma tvar
w0 1 10
Bi,j,K ~ Bi,j,K = iDi,j,Khx (0 1) (3.38)

. -1 - . S )
Matici b; ; o = B, ; i pak aproximujeme inverzi matice B, ; 1, tedy

D, ; 1 0
b,k ~ 22— ( ) (3.39)

h, \0 1
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3.4.2 Vypocet matic B, , , v R’

UvaZujme referen¢ni element K = (0, h,) x (0,h,) C R* 0 objemu | K|, = hyh, astejn€ jako v
sekci[3.1.T] ozna¢ime symboly Ey, E,, E3, E4 postupné levou, pravou, dolni a horni hranu elementu K.

Prvky matice B; ; i ur¢ime pro pfipad, kdy tenzor D; ; = D; ;I popisuje izotropni prostredi, pficemz
stfedni hodnotu D; ; na elementu K oznaCime jako D; ; i Piimym vypoctem defini¢nich integrdld
BiikEpr= D;J%K Ix w};EwK’F pro E, F € & dostaneme

hy _ hy
N
0 0 - 2
Inverzni matice b; ; x = B, ]-17 7 ma tvar
N
L L
Z7J7K Z7J7K 0 0 4% 2% ( )
hy 4 h.
0 0 2h—y 4}Ty

V ¢lanku [35]] je ukdzéno, Ze vyslednd matice soustavy pro MHFEM nenf pfi pouZiti obdélnikovych

o X Y oy S . o s 1 .
elementd M-matice, coZ mizZe zpisobit oscilace v numerickém feSeni. Proto stejn¢ jako v R™ pouZijeme
. . o . 0 .o oot .

metodu mass-lumping a matici B; ; i aproximujeme pomoci matice B i K SIZ prvky spocitdme pomoci

L. . o . e
numerické integrace (3.37)). Matice B igx Je diagondlni a m4 tvar

hy
By 0 0 0
h
0 = 0 O
~pO _ 1.4 R,
Bk~ Bi,j,K = ik 0 (;’ % 0 (3.42)
0 0 0 M
Matici b; ; x = B, j{ % Ppak aproximujeme inverzi matice BE? K tedy
®o0 00
0 ™ 0 0
b, ik ~ 2D, ; g 0 0 % 0 (3.43)
Yy
0 0 0 =
Yy

3.4.3 Projekce vektort w; x i do prostoru RT,(K)

Pro vypocet koeficientli w; x i vyndsobime rovnici (3.18) bazickou funkei wy r € RT((K) a
integrujeme pies element K:

T T
/wK,F'wi|K . Z wi,K,E/wK,FwK,E- (3.44)

K EE(C/‘K K
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OznaCme integrdl na pravé strané rovnice (3.44) jako By pp = i} % w}; rwi g a lokdlni matici
By = [Bk g, rlE ree, - Viimnéme si, Ze plati B, ; x = By, pokud D; ;| = I, a ozna¢me inverzi
matice B jako bg = [bi g plp pee, - Inverzi vztahu (3.44) dostaneme

Wi, K,E = Z br,B,FGK,F; (3.45)
Fe&y

T - _ .
kde Gk p = [} Wi pw;| . Pii oznateni G = Gk plres, @ W; ik = [w; k ] peg, MiiZeme rovnost
(3.45) zapsat ve vektorovém tvaru

Slozky vektorii G i vypocteme pro piipad, kdy w; | = w; k je konstantni na elementu K € ICj.
Podobné jako v pfedchozich sekcich uvazujeme nejprve referenéni element K = [E, Ey] C R'o objemu
|K|, = Ey — By = h,, kde E, Ey € £ = V. Vypoctem defini¢nich integrali dostaneme

1 -1
GK = ihm(wz,K)r < 1) ) (3.47)

kde (w; ), oznacuje prvni sloZku vektoru w; .

Dile uvazujme referencni element K = (0, h,) x (0,h,) C R? 0 objemu | K ly = hyh, a stejné
jako v pfedchozi sekci oznacime symboly E4, Ey, E5, E, postupné levou, pravou, dolni a horni hranu
elementu K. Vypoctem defini¢nich integrald dostaneme

_hm(wi,K)a:
Gg=2| = ke 3.48
K 2 _hy(wi,K)y ( )
hy (Wi i)y

kde (w; ), a (w; k), oznacuji prvni resp. druhou slozku vektoru w; .
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Kapitola 4

Paralelni implementace na GPU

V této kapitole popiSeme paralelni implementaci numerického schématu pro feSeni dlohy (2.1))
popsaného v predchozi kapitole. Nejprve je popsdna paralelizace algoritmu pro vypocet numerického
feseni popsaného v sekci [3.3] véetné paralelizace algoritmu pro feSeni soustav linedrnich algebraickych
rovnic. Druhd &ast kapitoly se jiZ vénuje popisu implementace masivné paralelniho fesi¢e na GPU s
vyuZzitim platformy CUDA [27] a Sablonové knihovny TNL[L kterou vyvijime na Katedfe matematiky

FJFI pod vedenim Ing. TomdSe Oberhubera, Ph.D.

4.1 Paralelizace numerického schématu

Pti paralelizaci algoritmu pro vypocet feSeni dané tilohy je nejprve nutné rozd€lit ilohu na co nejveétsi
pocet malych, na sobé nezavislych krokd, které 1ze zpracovat soucasné. Kroky algoritmu popsaného v
sekci[3.3|jsou na sobé zdvislé a je tedy nutné je provést v uvedeném potadi, u vétSiny ale mtizeme vyuZzit
nezavislosti skrytych elementarnich krok?.

Prvni tfi kroky predstavuji inicializaci, kterou provedeme sériovym zpracovanim v konstantnim Case.
Inicializace jednotlivych koeficientl v krocich 4] a [5] jsou jiZ nezdvislé pro rizné hodnoty uvedenych
indexi i, j, K, E. Hlavnim problémem je paralelizace ¢asové smycky v kroku [6.] Kroky az je
nutné provadét v uvedeném poradi, pfechody na nasledujici krok tedy piedstavuji hlavni synchroniza¢ni
bariéry. V krocich [6.1] [6.5.] [6.6]a [6.7] probihaji vypocty dle explicitnich vztahd, které jsou navzdjem
nezdavislé pro rizné hodnoty uvedenych indext ¢, j, K, E, a proto je snadné tyto kroky paralelizovat.
Paralelizace zbyvajicich kroki a[6.4] je komplikované&;jsi, popiSeme je tedy podrobnéji.

4.1.1 Lokalni inverze

Krok sestava z vypoctu prvki lokdlnich matic Qg a néasledného vypoctu inverzi Qi}l Ripa
Q}lRK pro vsechny elementy K € K, a hrany F' € £. Prvky vSech matic Qj mlZeme vypocitat
navzdjem nezavisle, ale pro vypocet inverzi musime pracovat s matici Qj jako celkem. Tyto dvé faze
miZeme oddélit globélni synchroniza¢ni bariérou, nejprve masivné paralelné urcit prvky matic Qx a
po synchronizaci vldkna prislusna stejnému elementu sloudit a vypocitat inverze QI_{IR kra Qg Ry.
V praxi je vSak vyhodnéjsi vyuzit toho, Ze matice Qz maji malé rozméry (v piipadé dvoufazového
proudéni pouze 2 X 2) a navic je nebudeme déle potfebovat, coZ ndm umozni vyhnout se pomalému zapisu
matic do globdlni paméti. Proto hned od zacdtku vytvoiime pouze jedno vldkno na kazdy element a v
kazdém vlakné sériove sestavime lokalni matici Q- uloZenou v registrech a vypocteme inverze. Vypocet
inverzi Ql_(l Ry . Ql_(l Ry je ekvivalentni feSenf soustavy s matici Qp a n€kolika pravymi stranami,
coZ provedeme pomoci LU rozkladu matice Q .

lTemplate Numerical Library
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4.1.2 Sestaveni globalni matice

Matice soustavy (3.34) je fidkd a jeji rozméry jsou typicky velké, proto je pro jeji reprezentaci
potieba pouZit specidlni format. V této praci pouZijeme format sliced-ellpack [235], jehoZ implementace
optimalizovand pro GPU je dostupnd v knihovné TNL.

Pro sestaveni matice A v soustavé (3.34) jsou mozné dva piistupy. Prvni moZnost je prochézet sif po
elementech, na kazdém elementu napocitat vSechny piislusné ¢leny a pricist je k prvkiim matice. Tento
postup ale neni vhodny pro paralelni implementaci, protoZe vlakna zpracovavajici dva sousedni elementy
K, K, by zapisovala do stejné oblasti v paméti piislusejici spolecné hran€é £ € g, N E,. Proto
pouzijeme druhy pfistup, kde sit prochazime po hranach. Pfi tom vyuZivame toho, Ze kazdy fadek matice
ma pevné dany pocet nenulovych prvka, pti pouZiti obdélnikovych elementi mohou nastat tyto moZnosti:

« Rédek pifslusejici vnitinf hrang E € £™ a i-té rovnici soustavy (Z.1) md 7n nenulovych prvki,
pro kazdé 7 = 1, ..., n pocitdme piispévky hran elementii oddélenych hranou F.

- e i o o . to. . . <
o Radek piislusejici okrajové hran& E € £, a i-té rovnici soustavy (2.1), pro kterou je na hran& E
pfedepsana Neumannova podminka, ma 4n nenulovych prvk.

* Radek piislusejici okrajové hrané E € Sﬁxt a ¢-té rovnici soustavy (2.1)), pro kterou je na hrané £
pfedepsana Dirichletova podminka, m4 pouze 1 nenulovy prvek.

Dile je vhodné vyuzit toho, Ze fadky piislusejici hrané E € &, a riznym rovnicim soustavy (2.1)) lze
zpracovat nezavisle. Matici tedy presnéji feCeno neplnime po hrandch numerické sité, ale po fadcich.

4.1.3 ReSeni soustav linearnich algebraickych rovnic s Fidkou matici

Resenf soustav linedrnich algebraickych rovnic s fidkou matici A € RNy kroku pfedstavuje z
hlediska implementace nejndro¢néjsi ¢ast algoritmu. Pfimé metody lze obecné velmi téZko paralelizovat,
proto spoléhdme na iteracni metody. V této praci pouZijeme metodu GMRES| 28| [29]], coZ je jedna z
nejpouZzivangjsich iteracnich metod pro feSeni soustav s obecnou matici.

Metoda GMRES je zaloZena na Arnoldiho algoritmu pro konstrukci ortonormélni bidze Krylovova
podprostoru /C,, span{v, Avy,..., Amflvl}, jehoZ standardni varianta popsana v [28, str. 148]

vypad4 ndsledovné:
Algoritmus 2

1. Zvolv, € RY tak, 7e ||Jvy || = 1.

2. Proi=1,...,m:

2.1. w; = Av;

2.2. Prok=1,...,:

2.2.1. hy; = wl vy

2.2.2. w; = w; — hy;vy

2.3. hiy1; = ||w;||. Pokud h; 4 ; = 0, skonéi.
2.4. Vi1 = ﬁ ;

Algoritmus 2] vyuZziva v kroku modifikovany Gramtiv—Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces, coZ
je ze své podstaty Cisté sekvencni algoritmus, jelikoZ potadi provadénych krokd zajistuje numerickou
stabilitu. V praxi ani pfesnost algoritmu [2| nemusi byt dostatecnd a je potfeba provést reortogonalizaci

’Generalized Minimal Residual method
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opakovanim kroku dvakrét [[18]]. Algoritmus [2|vSak lze paralelizovat implicitn€ pouZitim paralelnich
algoritmi pro vypocet zdkladnich operaci linedrni algebry, jako napf. soucet vektort nebo skaldrni soucin.

Alternativnim feSenim je pouZiti jiného ortogonaliza¢niho procesu, ktery by mohl byt vhodnég;si
pro paralelizaci. Nahrazeni modifikovaného Gramova—Schmidtova procesu v algoritmu |2 ortogonalizaci
pomoci Householderovych transformaci bylo poprvé navrzeno v ¢lanku [32]. Touto modifikaci ziskdme
algoritmus [3| ktery opét pfebirdme z [|28| str. 149]:

Algoritmus 3
1. Zvol nenulovy vektor z; € RY.
2. Proi=1,...,m+ 1:

2.1. Ur¢i Householderidv vektor y, € RrRY takovy, Ze
(¥i); :2Opr0j =1,...,i—1a(P;z);=0proj=i+1,...,N,kde P; =1-tyy,.

[ PR
[yl
+1
2.4. Pokud 7 < m, vypocti z;,1 = P, ... P{Av,.

Z hlediska paralelizace jsme si zatim nijak nepomohli, jelikoZ Householderovy transformace v krocich
[2.3]a[2.4]algoritmu [3] je tieba aplikovat sekvenéné. MiZzeme vSak vyuZit kompaktni WY reprezentaci
[30] souc¢inu Householderovych matic, kterd byla v neddvné dob¢ aplikovana v paralelnich algoritmech
pro moderni hardware [22), 3. Podobna technika byla navrZzena také v [32].

3

Pro modifikaci algoritmu|3|pomoci kompaktni WY reprezentace ozname Y, = [y;,...,y;] € R,
T, = t; € R"! a rekurzivn& definujme hornf trojihelnikovou matici T; € R,
_ (T T 1Yy,
T, = ( 0 t, . 4.1)

Souciny Householderovych matic P, ... P; a P, ... Py Ize vyjadfit pomoci matic Y; a T, nésledujicim
zptsobem:

P,..P,=1-Y,T,Y], (4.2a)
P,..P,=1-Y,T]Y/. (4.2b)
Tim dostdvdme ndsledujici algoritmus:
Algoritmus 4

1. Zvol nenulovy vektor z; € RY.

2. Proi=1,...,m+ 1:

2.1. Pro z; vypolti y; a t; stejné jako v algoritmu 3]

2.2. Aktualizuj matice Y; a T; pomoci t;, y;, T,_;aY, 1.
+1

2.3. hi—l = [(Plzl)]];nzl

24, w; = (I - YiTiYiT) e

2.5.  Pokudi < m, vypolti z;, | = (I . YiTiTYiT) Av;.
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Vyhoda algoritmu [4| oproti algoritmu |3| spo¢ivd v nahrazeni sekvencni aplikace Householderovych
transformaci vypoctem pevného poctu soucinli plné matice a vektoru, coZ je operace, kterou Ize dobie
paralelizovat. Podstatné vlastnosti uvedenych algoritmd jsou uvedeny v nasledujici tabulce s udaji
prevzatymi z [22} 28]

MGS HO CWY
Pocet operaci O(2m*N) O(4m*N) O(4m*N)
Pocet synchronizaci o(m?) O(m?) O(m)

Paméfové néaroky O(m+1)N) O2(m+1)N) O(2(m+1)N)
Ztrita ortogonality O(er(A)) O(e) O(e)

Zde v MGS oznacuje ortogonalizaci pomoci modifikovaného Gramova—Schmidtova procesu, HO ozna-
¢uje Householderovy transformace a CWY oznacuje kompaktni WY reprezentaci. V poslednim fadku
tabulky e oznacuje strojovou piesnost a k(A ) oznacuje ¢islo podminénosti matice A. Z hlediska paméfové
ndro¢nosti ortogonalizace pomoci Householderovych transformaci a kompaktni WY reprezentace ve
skutecnosti neni potieba uklddat vektory wv;, které lze dopocitat dle [28| str. 159], ¢imZ dostaneme
ndro¢nost O((m + 1)N). To je vSak také Cisté€ sekvenéni algoritmus, navic v praxi je $koda nevyuZit
dostatek operacni paméti a globalni paméti GPU.

V praxi provadime vypocty v krocich [2.4]a [2.5] algoritmu [] ,,zprava doleva®, aby se co nejrychleji
redukoval objem zpracovavanych dat. Pfi vypo¢tu na GPU rozli§ujeme vypocty vyZadujici O(N) operaci,
které provadime na GPU, a vypocty vyzadujici O(m) nebo O(mQ) operaci, které provadime sekvenéné
na CPU. Aby to bylo moZné, ukldddme matice Y, v globdlni paméti GPU a matice T'; v operacni paméti
systému. V krocich [2.3]a[2.4]se ndm v3ak hodi pfistupovat k prvkim matice Y; pfi vypoctech na CPU,
proto pro umoZznéni rychlého pfistupu duplikujeme prvnich m + 1 ¥ddkl matic Y, také v operacni paméti.

Konvergenci iteracnich metod pro feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic je obecné mozné
urychlit pouZitim vhodného predpodminéni. Vyvoj predpodminéni pro paralelni architektury je vSak
velmi komplikovand dloha. V rdmci knihovny TNL mdme k dispozici pouze Jacobiho pfedpodminéni,
pokrocilejsi metody budou pfedmétem dalStho vyzkumu.

4.2 Detaily implementace

Paralelni fesi¢ pro uvedenou tlohu je implementovan v jazyce C++ s vyuZzitim platformy CUDA,
kterd umozZiiuje vyuzit moderni GPU pro obecné vypocty. Mapovani vldken na vypocetni jednotky a
sprava paméti jsou v CUDA abstrahovany pomoci rozsifeni jazyka C++ , takZe z programatorského
hlediska je programovéni pro GPU intuitivni a jednoduché. Vytvorit efektivni kéd je vSak podstatné

vvvvvv

N e

vicejadrovym CPU je vyvoj optimélniho kédu pro GPU komplikovanéjsi zejména z hlediska efektivniho
vyuZiti hierarchie paméti a dobrého rozprostfeni feSené tilohy mezi tisice vypocetnich jednotek, které jsou
oproti modernim sofistikovanym CPU podstatné primitivnéjsi, ale jako celek poskytuji mnohondsobné
vyssi vypocetni vykon.

Pro porovnani efektivity paralelniho feSice je potfeba mit k dispozici také sekvencni fesic pro stejnou
dlohu. Hlavni vyhodou pouZité knihovny TNL je poskytnuti jednotného rozhrani pro vyvoj sekven¢nich
a paralelnich algoritmd, takZze ve vysledném programu lze v zdvislosti na zvoleném parametru spustit
vypocet bud na CPU nebo na GPU. Pro vybér algoritmti jsou vyuZzity Sablony jazyka C++, ¢imZ odpada
dodatecnd rezie za béhu programu. Z knihovny TNL kromé tohoto rozhrani vyuzZivime také zejména
numerické sit&, formdt sliced-ellpack pro reprezentaci fidkych matic a itera¢ni feSi¢ GMRES.
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Kapitola 5

Numerické vysledky

Posledni kapitola této prace se zabyva vysledky numerickych simulaci. Hlavnim cilem této kapitoly
je ovétit konvergenci numerického schématu pro feseni soustavy (2.1)) popsaného v kapitole [3|a porovnat
efektivitu paralelniho vypoctu na GPU vici sekvenénimu vypoctu na CPU.

Nejprve jsou popsdny dvé difizni dlohy se zndmymi semi-analytickymi feSenimi, kterd jsou pouZita
pro ovéfeni konvergence numerického schématu pomoci experimentalni analyzy konvergence. Déle se
vénujeme advekéné-diftiznim dlohdm v heterogennim prostiedi a simulaci tzv. bariérového efektu, nejprve
v 1D a poté ve 2D, kde jiZ hraje vyznamnou roli umisténi pfekazky v oblasti. Posledni podkapitola se
vénuje analyze efektivity vypoctu a porovndni paralelniho feSice vzhledem k jeho zdkladni sériové verzi.

Vysledky prezentované v této kapitole byly ziskdny pomoci vlastniho fesice popsaného v kapitole 4
referencni feseni byla pievzata z citovanych zdrojt. Pro zpracovani vysledkt a vizualizaci byly pouzity
programy GNU Parallel [31]] a Gnuplot [33]].

5.1 McWhorterova—Sunadova iloha

McWhorterova—Sunadova udloha pfedstavuje jednorozmérnou cist€ difizni dlohu v homogennim
prostfedi, pro kterou je zndmé semi-analytické feSeni [12, |15} |16, [24]. V jednorozmérném piipadé
zkoumdme oblast Q@ = (0,+00) vyplnénou poréznim materidlem s homogennimi vlastnostmi a
nestladitelnymi fazemi se zadanou pocéteéni saturaci smécivé faze S, (x,0) = S;,; v celé oblasti. Na
vstupni hrané (xz = 0) predepiSeme Dirichletovu podminku pro ob¢ faze, pro smacivou fazi predepiSeme
saturaci S,,(0,t) = Sy > S,,; a pro nesmacivou fazi tlak p,,(0,t) = p,, o. Piipad Sy > S;,,; odpovidd
vtla¢eni smacivé faze do oblasti zaplnéné (pfevdzné) nesmacivou fazi. Diky nestlacitelnosti je vSak role
obou fézi stejnd az na materidlové konstanty, pro opacny piipad Sy < .5;,,; tedy dostaneme ekvivalentni
ulohu odpovidajici vtliceni nesmdacivé faze. V této dloze neuvazujeme vliv gravitace a pro vypocet
numerického i semi-analytického feSeni pouZijeme model kapilarity podle Brookse a Coreyho (1.12).

Pro numerické feSeni této dlohy se omezime na omezenou oblast ) a na pravé strané oblasti
pfedepiSeme nulovou Neumannovu podminku pro obé faze. Pro porovndni se semi-analytickym feSenim
na polonekonecné oblasti je potieba zvolit konecny €as simulace tak, aby vtla¢end faze v priibéhu
simulace nedorazila na druhy konec oblasti. Ulohu lze dile rozsifit do vyssich dimenzi, napf. v R?
uvazujeme obdélnikovou oblast s jednou vstupni stranou, na které ptedepiSeme Dirichletovy podminky a
na zbyvajicich stranich predepiSeme nulové Neumannovy podminky.

Ulohu fedfme nejprve v R' na oblasti Q = (0, L,),kde L, = 1 m. Oblast je vyplnéna piskem C, jehoz
parametry jsou uvedeny v tab. [A.T] Zvolime hodnoty okrajové saturace S, = 0,6, pocdtecni saturace

Sini = 0,1 a referencni tlak p, o = 10° Pa. Jako smacivou fazi uvazujeme vodu (p,, = 1000kg m 3,

ey = 8,9 - 107 kgm_1 s a jako nesméacivou fazi vzduch s parametry p,, = 1,2047kg m~?,
W, = 187 1077 kg m s~ '. Porovnani semi-analytického feSeni [[11]] s numerickymi feSenimi na
riznych sitich v ¢ase 7' = 60000s je zobrazeno na obr. Dile fesfme tlohu roziifenou do R* na
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Obrazek 5.1: Numerické feseni McWhorterovy—Sunadovy dlohy v 1D na sitich o IV,, elementech v Case
T=6-10"s, ¢asovy krok je volen 7 = 250 s na nejhrubsi siti /V,, = 20 a pro jemné&jsi sit€ 7 o< he.

oblasti 2 = (0, L,) x (0,L,) C R* kde L, = 1ma L, = 0,25 m. Numerické feSeni rozifené dlohy je
dle o¢ekavani konstantni podél osy y a fez ve sméru osy x odpovida feSeni jednorozmérné tlohy.

5.2 Difizni dloha v heterogennim prostredi

Druhou testovaci ulohou je diftizni tiloha v heterogennim prostfedi s jedinym materidlovym rozhra-
nim. Oblast €2 je sloZena ze dvou homogennich podoblasti oddélenych rozhranim v & = 0, leva oblast
Q, = (Ly,0) je vyplnéna piskem A a prava oblast 2y = (0, Ly) je vyplnéna piskem B. Vlastnosti
materidlQi jsou uvedeny v tab. pisek B je jemné&jsi neZ pisek A. Jako smdacivou f4zi uvaZujeme
vodu (p,, = 1000kg m”>, P = 8,9 - 10* kg m! s_l) a jako nesmacivou fazi vzduch s parametry
pn = 1,2047kg m>, Uy, = 18,7 - 107° kg m s Stejné jako v predchozi tloze i zde neuvazujeme
vliv gravitace a pro vypocet numerického i semi-analytického feSeni pouZijeme model kapilarity podle
Brookse a Coreyho (1.12)).

Pro numerické feSen{ tlohy zvolime nasledujici poc¢atecni a okrajové podminky. Zvolime referen¢ni
tlak pro smécivou fazi p,, (x,0) = 10° Pa, v ase t = 0 konstantn{ v £, a tlak nesmacivé faze dopocitime
dle zadané saturace. V jednotlivych podoblastech pfedepiSeme pocateéni saturace S,,(x,0) = S; na
aS,(x,0) = Sy nay. Nahranici x = L; pro obé faze pfedepiSseme Dirichletovu podminku souhlasnou
s po&dtecni podminkou, p~ (Ly,t) = 10°Paa Sg(Ll, t) = S, na prot&jsi hranici x = L, piedepiSeme
nulovou Neumannovu podminku vy, (L, t) = v, (Lg,t) = 0m s~ Pro toto nastaven{ dlohy je znamo
semi-analytické feSeni, které je popsdno v [8, [16]. Podobné jako v piipadé McWhorterovy—Sunadovy
ulohy je i tato uloha rozsifitelna do vyssich dimenzi.

Resime dvé varianty této dlohy lisici se pocdte¢ni podminkou. V prvni variant& volime S; = 0,3
a S, = 1, ve druhé varianté¢ S; = 0,3 a S5 = 0,97 Rozméry oblasti volime dle ostatnich parametrt
symetricky, Ly = —L; = 0,5m. Porovnani semi-analytického feSeni [[10] s numerickymi feSenimi na
rliznych sitich v ¢ase T' = 10 000 s je zobrazeno na obr.
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0 \ \
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(a) Po&dte¢ni podminka Sy, (i, 0) = 0,7 v levé podoblasti a S,,(x,0) = 0 v pravé podoblasti.
0.7 [—— N, =20 ]
N, =40 ——
N,=80 ——
0.6 - N. =160 1
N, =320 —
0.5 |- N, =640 —— |
semi-analytické
704 1
S
st
0.2 |-
0.1 |-
0 ! ! ! ! !
—-04 —0.2 0 0.2 04
 [m]

(b) Po&éteéni podminka S, (x,0) = 0,7 v levé podoblasti a S,, (x,0) = 0,03 v pravé podoblasti.

Obrézek 5.2: Numerické feSeni diftizni Glohy v heterogennim prostfedi v 1D na sitich o NV, elementech
véase T = 10" s, Casovy krok je volen 7 = 250 s na nejhrubsi siti NV, = 20 a pro jemné;jsi sit€ 7 2.
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5.3 Numericka analyza diftznich iloh

5.3.1 Experimentalni analyza konvergence

Pro srovndni numerickych feSeni s piisluSnym semi-analytickym feSenim pouZijeme experimentalni
analyzu fadu konvergence (EOQ')). Chybu numerického feSeni Fj, na siti K;, definujeme pomoci saturace
S pifpadné S, jako rozdil mezi pfesnym feSenim S, a numerickym feSenim S, 5,

Ep =Sy~ Syn=Sn— Snn (5.1)

Pro analyzu fadu konvergence volime v celé simulaci konstantni Casovy krok 7 = ¢, — ,_.
Ptesnost ¢asové diskretizace (3.24) je prvniho fddu, ddle zkoumdme f4d pfesnosti prostorové diskretizace
v norméch L', L? a L*. Pfedpokldddme, 7¢ L"” norma chyby Fj, m4 tvar

[Epll, = Cim + Coh™, (5.2)

kde C; a C, jsou konstanty. R4d konvergence v, 1ze urcit experimentdlné pomoci analyzy numerickych
feSeni na sitich s riznymi parametry h, pficemzZ pro omezeni chyby Casové diskretizace zmenSujeme
Casovy krok imérné jisté mocniné parametru sité€ h, 7 K. Pro 8 < «, bude pii zjemiovani sité
chyba numerického fesent || £}, ||, ddna pfevazné chybou ¢asové diskretizace, pro 8 > «,, naopak chybou
prostorové diskretizace. Pro chyby numerickych feseni || £y, ||,,, || £, ||, na sitich s parametry hy resp. hy
definujeme experimentalni ¥4d konvergence v normé L” pomoci

| Ey [, — In[| By, |,

EOC, =
v In h1 —In hQ

(5.3)

Pri urcovani chyby numerického feSeni FE, interpolujeme numerické feSeni na sif semi-analytického
feSeni, kterd je mnohem jemné&;j$i oproti siti numerického feSeni.

Numerickd feSeni dloh popsanych v sekcich[5.1]a[5.2]spocitdme v 1D na sitich o rozmérech N,, = 20,
N, =40, N, =80, N, = 160, N, = 320 a N, = 640 elementi a ve 2D na sitich s N, x N, elementy,
pficemzZ konkrétni hodnoty N, jsou stejné jako v 1D a plati N, = 4N,. V obou tlohdch jsou tedy pro
danou sif rozméry elementt h = h, = h, = Niz Casovy krok volime v obou tlohéch stejné, 7 = 250
na nejhrubsi siti NV,, = 20 a pfi kazdém prechodu na jemné&jsi sit je Casovy krok 4 x mensi oproti piedchozi
siti, tedy 7 o h?. EOC a chyby numerickych feseni dlohy ﬂ jsou uvedeny Vv tab. a a pro ulohu
v tab.[5.3a

Soustavy linedrnich rovnic jsou feSeny pomoci iteraéni metody GMRES(m) s restartovanim po
m iteracich a s vyuZitim Jacobiho pfedpodminéni. Vysledky tedy zdvisi na volbé parametru m a na
zastavovacim kritériu. Pri feSeni soustavy Ax = b pomoci iteracni metody s pfedpodminénim M

(k)

konstruujeme posloupnost vektorti "/ konvergujici k presnému feSeni x. Metoda konci, pokud

[ (aa o)

M b

g, 5.4

kde ¢ je zvoleny parametr. Pro dosaZeni uvedenych vysledki byla na zdklad€ experimentdlni analyzy
‘o . . o —11
zavislosti chyby E;, na zastavovacim kritériu € zvolena hodnotae = 10" .

Pro volbu parametru m byla pouZita nasledujici dvaha. Dle grafu poctu iteraci v pribéhu simulace

na obr. je patrné, Ze z hlediska konvergence metody je nejproblematictéjsi zacatek simulace, kdy v
prvnich nékolika krocich potfebuje GMRES ke konvergenci tisice iteraci. To je zpisobeno nespojitym

lExperimental Order of Convergence
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Obrazek 5.3: Pocet iteraci potiebnych pro konvergenci metody GMRES(m) v pribéhu vypoctu
McWhorterovy—Sunadovy dlohy ve 2D na siti s N, X IV, elementy. Restartovaci parametr m = 100.

pocatecnim nastavenim tlohy, kdy itera¢ni fesi¢ musi prekonat velky rozdil mezi po¢atecnim néstfelem z
predchozi Casové hladiny a pfesnym feSenim soustavy. Po vyrovnani rozdilu mezi okrajovou a pocdte¢ni
podminkou, pfiblizn€ od Casu t = 1 000 s, jiZ staci pouze desitky iteraci. Z hlediska vypocetni ndro¢nosti
by bylo vyhodné volit Casovy krok adaptivné, ale pfi analyze konvergence predpokldddme, Ze Casovy
krok je konstantni. Casovy krok je tedy nutné volit dostate¢né maly, aby itera¢ni fe$i¢ GMRES na
zacatku simulace zkonvergoval, ale také dostatecné velky, aby celd simulace skoncila v rozumném
¢ase. Konvergenci v problematické ¢asti 1ze urychlit (z hlediska poctu iteraci) zvétSenim restartovaciho
parametru m, ale za cenu vét§ich ndrokt na dostupnou paméf a rostouci mnozstvi prace pti konstrukci
ortonormdlni bize Krylovova podprostoru. Pokud vSak metoda zkonverguje jeSté pred restartovanim,
nemd zvétSovani m zadny vliv na dobu vypoctu. Jelikoz tento piipad nastava ve vét§ing pripadt v pribéhu
simulace, je zvétSeni parametru m prijatelnou investici, kterd mZe na jemnych sitich dokonce zajistit
konvergenci metody. Pro feSeni dloh|5.1|a[5.2|byla pouZita hodnota m = 100.

V piipadé McWhorterovy—Sunadovy tlohy jsou hodnoty EOC v tab. [5.1] a [5.2] pti zmenSovani
asového kroku 7 o h? ve viech norméch rovny pfiblizné 1. Chyba casové diskretizace tedy byla
potlacena a lze tedy fici, Ze pri feSeni diftizni ilohy v homogennim prostiedi je konvergence numerického
schématu prvniho fadu.

Hodnoty EOC pro diftizni dlohu v heterogennim prostfedi s po¢ate¢ni podminkou S,,(x,0) = 0 na
(25 jsou uvedeny v tab. a EOC v L' normé vychdazi opét ptiblizné 1, ale v L? normg pouze 0,8. V
L normé se chyba redukuje velmi pomalu, protoZe presné feseni S,, na obr. mé vbodé x = 0,327 m
nekoneénou derivaci v disledku volby pocéteéni podminky S,,(x,0) = 0 na 5. Zménou pocéteéni
podminky napf. na S, (x,0) = 0,03 na €2, se presné feseni .S,, vyhladi (viz obr. a konvergenci bude
mozno pozorovat i v normé L. Dle vysledki uvedenych v tab. a je v tomto pfipadé konvergence
prvniho fadu ve vSech normadch, stejn€ jako v McWhorterové—Sunadové tloze.

Vysledky prezentované v tab. [5.1]az[5.6]byly ziskdny vypoctem na GPU metodou GMRES vyuZivajici
modifikovany Gramv—Schmidtiiv proces s reortogonalizaci, kterd je v kombinaci s Jacobiho pfedpodmi-
nénim nutnd pro zajisténi konvergence. PouZiti ortogonalizace pomoci kompaktni WY reprezentace ddva
prakticky stejné vysledky jako modifikovany Gramv—Schmidtiiv proces s reortogonalizaci. Podobné se
i vysledky vypoctu stejné metody na CPU a GPU mirn¢ 1i$i, coZ je zplisobeno pouZitim paralelnich
algoritmi napf. pro vypocet skaldrnich soucinti a pro € — 0 se také tento rozdil bliZi k 0.
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Ny 1 En 1 EOC, I Ep |l EOC, Bl EOC.
20 3,571-10" 5.396- 10" 1,646 - 10~°!

40 1,980-10* 0851 3323102 0,699 1142 - 10~ 0,528
80 1075-1072 OBy 36 g2 0T g o2 002
160 5653-10°% 927y oea. 1072 0803y uzg g2 0743
320 2915107 090 53070 092 e g 0860
640 1485-10°% 2913 5000.1070 0990 59y g2 092
1280 7.535-10% 9970 477 1070 0973 (eup. 0 0960
2560 3640107 0 705 gm0 1020555 gm0 1002

Tabulka 5.1: EOC v normach L', L? a L™ pro McWhorterovu—Sunadovu dlohu v 1D. Casovy krok

je volen 7 = 250 s na nejhrubsi siti N, = 20 a pro jemnéjsi sité 7 h?.

N, x N,

| Erll1

EOC,

23

EOC,

1 En

EOC

o0

20 x 5

40 x 10

80 x 20
160 x 40
320 x 80
640 x 160
1280 x 320

8,929 .
4,949 -
2,686 -
1,413 -
7,274 -
3,675 -
1,782 -

10—03
10—03
10703
10—03
10704
10—04
10—04

0,851
0,882
0,927
0,958
0,985
1,044

2,698 -
1,662 -
9,682 -
. 10—03

5,321

2,808 -
1,441 -
7,137 -

10—02
10—02
107%

10703
1079
10—04

0,699
0,779
0,863
0,922
0,963
1,013

1,646 -
1,142 -
7427 -
4,438 -
2,445 -
1,287 -
6,495 -

10—01
10—01
10702
10—02
10702
10—02
10—03

0,528
0,621
0,743
0,860
0,926
0,986

Tabulka 5.2: EOC v norméch L', L? a L™ pro McWhorterovu—Sunadovu tlohu 5.1/ ve 2D. Casovy krok

N e

je volen 7 = 250 s na nejhrubsi siti N, x N, = 20 x 5 a pro jemné&ji sit€ 7 oc h”.

N, | Erll1 EOC, | Epll2 EOC, 1 Bl 0o EOC,,
20 3,020 107 4,623 - 107 1,202 107"

o 0,902 o 0,771 o1 0343
40 1,616-10 2,708 - 10 1,018 -10

o3 0,985 o 0,833 0 0,596
80 8,162-10 0ogy 132010 g3 673910 0660
160 4,190-10% 0’953 8503107 % 0’8 0 4,266 - 107" 0’177
320 2,165-107% 0’950 4,716 - 107 0’865 3775107 0’356
640 1,121-107% 0’961 2,589 .10 0’851 2,949 . 107 0’1 p
1280 5,757 -107% 1’023 1,435-107% 0’797 2,664 - 107 0’1 2
2560 2,832-107% 8263-107% 2.424.1072 7

Tabulka 5.3: EOC v normach L', L? a L™ pro difdzni dlohu v heterogennim prostred{ V 1D. Casovy

krok je volen 7 = 250 s na nejhrubsi siti IV, = 20 a pro jemné&jsi sité 7 o< 2.
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Nz x N, 1 Enll1 EOC, [ Enll2 EOC;  [[Exlls  EOCy

20x5 7.551-107% 2311107 1,292.107"
40 x 10 4,040 - 1079 0,902 1,354 - 107 0,771 1,018 - 107" 0,343
80 x 20 2,040-10"% 0,985 7,600 - 10~ 0,833 6,739 - 10~ 0,596
160 x 40 1,048 - 107 0,962 4252.107% 0,838 4,266 - 10~ 0,660
320 x 80 5422-10"™ g’gig 23581079 8’22 é 3,768 - 107 8’;22
640 x 160 2,823-107% 1292.10°% 2918-1072%

Tabulka 5.4: EOC v norméch L', L a L™ pro diftizni tlohu v heterogennim prostfedi|5.2{ve 2D. Casovy

Yevs 2

krok je volen 7 = 250 s na nejhrubsi siti N, x N, = 20 x 5 a pro jemnéjsi sit€ 7 oc h”.

Ny 1 Enl1 EOC, I Ep 2 EOC, |Eulle  EOC.
20 278710 4382107 123610

10 1491-10702 9905500 g2 0708 g6y g 0930
s0 7472-10°0% 9990y g2 0833 gy g 002
160 3791-10°% 9970 5991 4070 08T g g 003
320 1933107 71 40801070 U7 539110702 0788
640 9.865- 10 2971 535 g0 0935 hg g 0882
1980 498510 098 ug om0 090 g ag s 0937
2560 2492.10°% 1000 sg06. 1070 09835 s s 0974

Tabulka 5.5: EOC v normach L', L? a L™ pro modifikovanou diftizni dlohu v heterogennim prostiedi
v 1D s po&iteéni podminkou S, (z,0) = 0,03 na §2,. Casovy krok je volen 7 = 250 s na nejhrubs{ siti

Yevs 2

N, = 20 a pro jemné&jsi sité 7 oc h”.

Ny X Ny 20 EOC, 1Bl BEOC,  [Eplls  BOCy

20x5 696810 2,191 - 107 1,236 - 107"
40 x 10 3,726 - 1079 0,903 1,286 - 107 0,768 9,831- 107
80 x20 1.868-107% 0,996 72181079 0,833 6.392 - 10~
160 x 40 9,480 - 10~ 0,979 3985.107% 0,857 4,127 - 10~
320 x 80 4,840-10"* 8’32(7) 21411079 8’221 2.391-107%
640 x 160 2,476-10"% 1,120-10°% 1,298 - 10~

0,330
0,621
0,631
0,787
0,881

Tabulka 5.6: EOC v normach L', L? a L™ pro diftzni dlohu v heterogennim prostiedi ve 2D s poc¢atecni
podminkou S, (x, 0) = 0,03 na Q5. Casovy krok je volen 7 = 250 s na nejhrubsf siti V,, x N, =20x5
a pro jemnéjsi sité 7 o< h2.
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5.3.2 Efektivita paralelniho vypoctu

Efektivitu paralelniho vypoctu analyzujeme pro McWhorterovu—Sunadovu élohu 5.1} Budeme zkou-
mat doby sériového vypoctu na CPU a paralelniho vypoctu na GPU na sitich s riznym poctem elementd.
Parametry CPU a GPU pouZitych k vypoctim jsou uvedeny v tab. Znamé semi-analytické feseni
pro danou udlohu umozZiiuje porovndni efektivity feSiCe pfi nastaveni vedoucim k pfiblizn€ stejnym
vysledklim na CPU i GPU. Parametry metody GMRES jsou voleny stejné jako pfi experimentalni
analyze konvergence (tedy € = 10~ a m = 100), takZe niZe uvedené vysledky odpovidaji vysledkiim
prezentovanym v sekci[5.3.1]

CPU GPU
Nazev Intel Core i7-5820K NVIDIA Tesla K40c
Pocet jader* 6 2880
Frekvence (boost)® 33GHz (3.6GHz) 745 MHz (875 MHz)
Cache® 15 MB 1.5 MB
Velikost paméti 64 GB 12 GB
Teoretickd propustnost paméti 17 GB/s 288 GB/s

* Vypotty na CPU vidy vyu¥ivaji pouze 1 jdro.
Maximadlni frekvence dosaZitelnd pomoci technologie Intel Turbo Boost resp. NVIDIA GPU Boost.
* L3 cache v pripadé CPU, L2 cache v pfipadé¢ GPU.

Tabulka 5.7: Hardware pouzity k porovnani efektivity fesice.

Hlavnim faktorem pro srovnéni rychlosti sériového a paralelniho vypoctu je urychleni, pocitané jako
doba vypoctu na CPU délena dobou vypoctu na GPU. Urychleni ziejmé zavisi na velikosti diskrétni
ulohy, kterou popisujeme pomoci veli¢iny Npop = nlNg vyjadiujici pocet tzv. stupiiti volnosti (DOF)
a odpovidajici poétu rovnic v soustavé (3.34). V jednorozmérném piipadé je Np = N, + 1, ve 2D je
Ng =2N,N, + N, + N,,.

Nejprve zkoumdme efektivitu zakladni verze feSi¢e vyuZivajici metodu GMRES s modifikovanym
Gramovym-Schmidtovym ortogonalizaénim procesem (MGS). Jak jiz bylo zminéno v sekci[5.3.1] pro
zajisSténi konvergence je potieba provadét reortogonalizaci opakovdnim kroku v algoritmu [2| Doby
vypoctu McWhorterovy—Sunadovy tlohy jsou uvedeny v tab.[5.8|pro pivodni jednorozmérnou formulaci

N Cas[h:mm:ss] Cas[h:mm:ss]  Urychleni [—]
* (CPU) (GPU) (CPU/GPU)
20 0,1 6,0 0,01
40 0.4 53,4 0,01
80 3,1 5:39 0,01

160 16,9 14: 12 0,02

320 1:03 23:29 0,04

640 4:31 39: 28 0,11

1280 23 :55 1:15:26 0,32

2560 2:27:36 2:54:52 0,84

Tabulka 5.8: Doby vypoctu McWhorterovy—Sunadovy tlohy|5.1{v 1D na sitich s NV, elementy. V metodé
GMRES byl pouzit algoritmus MGS.
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N, x N, Npor Cas [h : mm : sg] Cas [h:mm:ss]  Urychleni [—]

(CPU) (GPU) (CPU/GPU)
20 x 5 450 0,8 23,8 0,03
40 x 10 1700 15,1 2: 48 0,09
80 x 20 6600 4:02 11:25 0,35
160 x 40 26000 34 : 48 25 : 08 1,38
320 x 80 103200 4:40:49 59 : 42 4,70
640 x 160 411200 41:54: 17 4:38:18 9,03
1280 x 320 1641600 526 : 43 : 10 37:47:27 13,04

(a) V metodé GMRES byl pouZit algoritmus MGS.

Cas[h:mm:ss] Cas[h:mm:ss]  Urychleni [—]

Nox Ny Noor (CPU) (GPU) (CPU/GPU)
20 x5 450 0,9 3,8 0,25
40 x 10 1700 19,7 23,1 0,85
80 x 20 6 600 5:02 2:05 2,42
160 x 40 26 000 44 : 33 6:29 6,86
320 x 80 103200 6:19:33 27:10 13,97
640 x 160 411200 53 :37:44 3:02:24 17,64
1280 x 320 1641600 nepocitdno 31:15:11 —

(b) V metodé¢ GMRES byl pouzit algoritmus CWY.

Cas [h : mm : ss Cas [h:mm:ss]  Urychleni [—]

No XNy Npor (C[PU, MGS) | (G£>U, CWY) | (CPU/GPU)
20 x 5 450 0,8 3,8 0,20
40 x 10 1700 15,1 23,1 0,66
80 x 20 6600 4:02 2:05 1,94
160 x 40 26000 34 : 48 6:29 5,36
320 x 80 103200 4:40 : 49 27 : 10 10,33
640 x 160 411200 41:54: 17 3:02:24 13,78
1280 x 320 1641600 526 : 43 : 10 31:15: 11 16,85

(¢) Srovnani algoritmu MGS na CPU a CWY na GPU.

Tabulka 5.9: Srovnani dob vypoétu McWhorterovy—Sunadovy dlohy ve 2D na sitich s N, x N,
elementy pfi pouZiti ortogonaliza¢nich algoritmd MGS a CWY v metodé GMRES.

av tab. pro tlohu rozsifenou do 2D. Pro maly pocet stupiid volnosti neni mozné udrzet vSech 2880
vypocetnich jader pouzitého GPU aktivnich po dostate¢né dlouhou dobu, projevuje se €astd synchronizace
a dodatecnd rezie a k urychleni vypoctu tak nedojde. V 1D je tedy na vSech zkoumanych sitich rychlejsi
vypocet na CPU, urychleni paralelniho vypoctu by se mélo projevit na jesté vétSich sitich. Pfi vypoctu
na 2D sitich se teprve od pfiblizn€ 20 000 stuprid volnosti rychlost sériového a paralelntho vypoctu
srovnd a déle s rostoucim poctem stupnd volnosti roste také urychleni. Na nejjemné&jsi pouZité siti
N, x N, = 1280 x 320 bylo dosaZeno urychleni 13,94.
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Diéle provedeme podrobnéjsi analyzu efektivity paralelni implementace a ur¢ime nejndro¢né;jsi ¢ast
vypoctu, jejiZz optimalizace by méla byt pfedmétem dalstho vyvoje feSice. V tab. jsou uvedeny

N TS

doby trvani hlavnich kroki algoritmu popsaného v sekci [3.3] pfi vypoctu na dvou nejjemnéjsich sitich
N, x N, = 640 x 160 a N, x N, = 1280 x 320 pro CPU a GPU. Pro vSechny uvedené kroky
je paralelni implementace na GPU rychlejsi oproti sériové CPU verzi, nicméné celkovd doba vypoctu
je déna predevsim feSenim soustavy linedrnich algebraickych rovnic s fidkou matici v kroku
Nejmensi urychleni je u kroku [6.1] kde navic doslo k zajimavému poklesu urychleni pii pfechodu na

Vv

je zanedbatelny. Kroky a jsou urychleny pfiblizné 10x, coZ je blizko celkové hodnoté
urychleni. Zbyvajici kroky [6.6] a jsou urychleny mnohandsobné nadprimérné, coZ pozorovatelné

L Cas [s] Cas [s] Urychleni [—]
Krok lick

ok Symbolicky popis vypoctu (CPU) (GPU) (CPU/GPU)
6.1] by« Rip Ry 2099 (1%) 235 (1%) 8,92
62| Qg Rg.p Qx Ry 2538  (2%) 237 (1%) 10,73
63| A 12568 (8%) 1152 (7%) 10,91
64| Z"'=A"'b 123447 (82%) 14626 (88%) 8,44
6.5 Z 1071 (1%) 116 (1%) 9,20
6.6. NLJ-’K,mZ-,K,Di’j’K,wi,K,E,an 6040 (4%) 46 (0%) 130,07
6.7 min 3095 (2%) 106 (1%) 29,09
Komunikace a reZie fizeni 1 (0%) 180 (1%) 0,01
Celkové doba vypoctu 150857 (100%) 16699 (100%) 9,03

(2) N, x N, = 640 x 160
L Cas [s] Cas [s] Urychleni [—|
Krok lick

rok Symbolicky popis vypoctu (CPU) (GPU) (CPU/GPU)
6.1] b,k Ryp Ry 34801 (2%) 4103 (3%) 8,48
62| Qg Rip Qx Ry 41850  (2%) 3637 (3%) 11,51
63| A 208975 (11%) 17065 (13%) 12,25
6.4 Z"'=A"'b 1441347 (76%) 105505 (78%) 13,66
6.5 zZI' 17668  (1%) 1562 (1%) 11,31
6.6. Ni,j,K’ ml-,K, Di,j,K’ wi,K,E’ fsz 100244 (5%) 594 (0%) 168,84
6.7] miky 51300 (3%) 1322 (1%) 38,80
Komunikace a reZie fizeni 4 (0%) 2258  (2%) 0,00
Celkova doba vypoctu 1896190 (100%) 136047 (100%) 13,94

(b) N, x N, = 1280 x 320

Tabulka 5.10: Rozbor efektivity paralelni implementace. Prvni sloupec odkazuje na jednotlivé kroky
algoritmu popsaného v sekci[3.3] druhy sloupec obsahuje symbolicky popis obsahu jednotlivych kroki,
tieti a Ctvrty sloupec obsahuje dobu trvani daného kroku pfi vypoctu na CPU resp. GPU (v zdvorce je
uvedeno procentudlni zastoupeni daného kroku na celkové dobé vypoctu) a posledni sloupec obsahuje
urychleni daného kroku na GPU oproti vypoctu na CPU.
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zvySuje hodnotu celkového urychleni oproti dominantnimu kroku Jedinou poloZkou, kterd je pfti
vypoctu na GPU pomalejsi neZ na CPU, je komunikace a dodatecna reZie fizeni vypoctu. Celkové tedy
miZeme konstatovat, Ze algoritmus popsany v sekci [3.3]1ze dobfe masivné paralelizovat a jeho efektivita
je ddna piedevsim zptsobem feseni soustavy linedrnich algebraickych rovnic s fidkou matici v kroku[6.4]

Prvnim krokem ke zlepSeni efektivity fesice je pouZiti modifikace metody GMRES pomoci House-
holderovych transformaci a kompaktni WY reprezentace, kterd byla popsana v sekci Podobné jako
v piipad¢ algoritmu MGS srovndme efektivitu algoritmu CWY, tentokrét jiZ pouze ve 2D. Z hodnot v
tab. je patrné, Ze pii sekvencnim vypoctu je algoritmus MGS rychlej$i nez CWY, ale pfi paralelnim
vypoctu je to naopak. V tab. proto ddle srovndme nejrychlejsi sekvencni algoritmus a nejrychlejsi
paralelni algoritmus, tedy MGS na CPU a CWY na GPU. Grafy pozorované zdvislosti doby vypoctu
na poctu stupiid volnosti a urychleni obou paralelnich algoritmi vzhledem k sériovému algoritmu MGS
jsou zobrazeny na obr. Je patrné, Ze paralelni algoritmus CWY Skdluje mnohem lépe neZ MGS, na
hrubych sitich je priblizné Sestkrat rychlejsi a na jemnych sitich je rozdil také vyrazny (na nejjemnéjsi siti
az 6 hodin). Celkové byl na nejjemnéjsi pouZité siti N, x N, = 1280 x 320 paralelni vypocet pomoci
algoritmu CWY 16,85x rychlejsi oproti sekvencnimu vypoctu pomoci algoritmu MGS.
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(@) o (@) o Ne) N (@) o (@) (@) Ne) [a\]
| Ie] — a <t 0 i [ap)] 1O i [a] <t o0 — ™
X X X X X X X X X X X X X X
o (@) o () o (@) o o (@) o [a) (@) o o
o <t 0 Ne) N <t 0 [a] <t 0 Ne} [\ <t 0
. ‘[ —e= MGS (CPU) 13 | | —= MGS (GPU)
107 F1 e~ MGS (GPU) 16| L= CWY (GPU)
s || —e— CWY (GPU) a
107 14}
2, H J—
= 10°F 12
2 ERUE
o
= 10°) = ol
< g S,
§ 102 - 5 ¢l
10" | i
g 2|
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:\\‘\HH‘ ‘\ \\H‘\H‘ \‘\\\HH“ L \\‘\HH‘ ‘\ L \\‘\HH‘ ‘\ \\H‘\H‘ \‘\\\HH“ L L \‘\HH‘ ‘\ L
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Obrazek 5.4: Zavislost doby vypocétu numerického feSeni a urychleni na poctu stupiiti volnosti
Npor = nNg. Urychleni je pocitano vzhledem k algoritmu MGS na CPU.
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5.4 Bariérovy efekt

V nésledujici tloze ovéfime schopnost numerického schématu spravné zachytit chovéni pti prostupu
nesmacivé faze pres materidlové rozhrani. Bariérovy efekt je jev, kdy pfi prostupu nesmacivé faze z
hrubého pisku do jemného dojde k akumulaci nesmécivé faze pred rozhranim a teprve po dosaZeni

N P

7 Xz

Geometrickd konfigurace tlohy je zndzornéna na obr.[5.5] Horni a dolni ¢4st oblasti €2 jsou vypInény
piskem D, ktery je hrubsi neZ pisek E vypliiujici prostiedni ¢ast oblasti. Parametry pouZitych piski jsou
uvedeny v tab. Na pocatku simulace v Case ¢ = 0 je celd oblast zaplnéna vodou (p,, = 1000 kg m_?’,
My = 107° kg m sfl) a hornf hranici I'; za¢ne j\Prosakovat nesmaciva faze (p,, = 1400kg m
t, = 10 kgm s~y rychlosti o velikosti |v7) (0,¢)] = 3,57 - 10 °ms , pfidemZ rychlost
prosakovédni vody je nulovd na I';. Na spodni hranici I's je udrZovdn konstantni tlak vody 2 - 10° Pa
a saturace S,, = 1. V piipadé rozsiteni jednorozmeérné tlohy do R? pribudou hranice I'y a I'j, které jsou

nepropustné pro ob¢ faze. V dloze uvazujeme vliv gravitace ve sméru osy .

0 Tt 0125 ym

pisek D
0.145

Ty pisek E ry i g

0.345
pisek D
0.5 T
a [m] ’

Obrézek 5.5: Geometrickd konfigurace tlohy simulujici bariérovy efekt.

Refeni v ¢ase T = 1650s lze srovnat s vysledky publikovanymi v literatufe [9, [19]. Zajimavé
je srovnani vysledkti dosaZenych pomoci riiznych modelt kapilarity a porovnani vlivu metody mass-
lumping. Nejprve pouZijeme model Brookse a Coreyho (1.12)) a schéma s piivodnimi lokdlnimi maticemi
b; ; i (viz (3.36) a (3.41))) bez aproximace metodou mass-lumping. Numerické feSen 1D dlohy pro tento
pfipad je zobrazeno na obr. Reseni metodou MHFEM vykazuje vyrazné oscilace na materidlovych
rozhranich, které nelze potlacit zjemnénim sit€ ani zmensenim casového kroku. Tyto oscilace zplsobuji
tézkosti z hlediska numerického feSeni tlohy, a to zejména ve 2D pfi pouZiti jemnych siti. Napiiklad na
siti N, x N, = 400 x 100 nezkonverguje metoda GMRES, jakmile nesmaciva faze dorazi na druhé
rozhrani v = 0,345 m. Tato situace je zobrazena na obr. 5.6
?7 r (viz (3.39) a (3.43)) aproximovanymi pomoci
metody mass-lumping. Numerické feSeni 1D dlohy pro tento pfipad je zobrazeno na obr. Reseni
metodou MHFEM jiZ neobsahuje oscilace a je v souladu s referenénim feSenim pomoci pln€ implicitni
VCFVMEI metody, které bylo pfevzato z [9]. Potlacenim oscilaci také zmizel problém s konvergenci
metody GMRES pfi priichodu nesmacivé faze pres materidlova rozhrani. Dle obr. pro 2D formulaci

Daéle pouzijeme schéma s lokdlnimi maticemi bl(.

*Vertex-Centered Finite Volume Method
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Obrazek 5.6: Pocet iteraci potiebnych pro konvergenci metody GMRES(m) v pribéhu simulace
bariérového efektu s vyuZitim modelu Brookse a Coreyho ve 2D na siti s 400 x 100 elementy. Schéma
bez pouziti mass-lumpingu v ¢ase ¢ = 1459 s nezkonvergovalo.
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Obrazek 5.7: Pocet iteraci potiebnych pro konvergenci metody GMRES(m) v pribéhu simulace
bariérového efektu s vyuZitim modelu van Genuchtena ve 2D na siti s 400 x 100 elementy.

ulohy sice dojde k nértistu poctu iteraci pii priichodu z hrubého pisku do jemného, ale pfi prichodu z
jemného pisku do hrubého je pocet iteraci ptibliZzn¢ konstantni.

P¥i pouZiti van Genuchtenova modelu (I.13) a schématu bez mass-lumpingu opét dojde k oscilacim
na materidlovych rozhranich, coZ je patrné z obr.[5.9a pro 1D tlohu. Oproti modelu Brookse a Coreyho
postupuje nesmacivd faze rychleji a v Case T' = 1650 jiZz dospéla na protéjsi okraj oblasti, kde dojde
k oscilacim v dtsledku okrajové podminky. Oscilace 1ze opét potlacit pouzitim metody mass-lumping.
Resent pro tento piipad zobrazené na obr. je v souladu s feSenim publikovanym v literatute [|19]]. Také
z hlediska rychlosti konvergence metody GMRES je pouZiti mass-lumpingu vyhodné, ve 2D pfipad¢ je
na obr. [5.7)patrny rozdil v po¢tu iteraci metody GMRES v priibéhu simulace. Schéma sice zkonvergovalo
i bez vyuziti mass-lumpingu, ale za cenu pfiblizné o 60% vétsiho poctu iteraci v pribé&hu celé simulace.
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(a) Schéma bez mass-lumpingu
1 \
MHFEM, N, = 100
MHFEM, N, = 200 —— |
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MHFEM, N, = 800
VCFVM —— 7|
0.1F i
0 L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

@ [m]

(b) Schéma s mass-lumpingem

Obrazek 5.8: Simulace bariérového efektu v 1D v €ase T' = 1 650 s pfi pouZiti modelu Brookse a Coreyho
pomoci MHFEM na sitich s NV, elementy. Referencni feSeni pomoci VCFVM bylo pfevzato z [9].
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(b) Schéma s mass-lumpingem

Obrazek 5.9: Simulace bariérového efektu v 1D v ¢ase T' = 1650 s pfi pouziti modelu van Genuchtena
pomoci MHFEM na sitich s IV, elementy.
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5.5 Obtékani prekazky

Déle budeme fesit Cisté dvourozmérnou tlohu v heterogennim prostfedi. UvaZujeme oblast (2
znazornénou na obr. uvnitt které je vymezena podoblast 2;. Vnitini podoblast €2; je vyplnéna
jemnym piskem G a zbyvajici ¢ast oblasti €2 je vyplné€na hrubsim piskem F. V pripadé pisku G uvazujeme
dvé rizné varianty G; a G, (viz tab.[A.3)), které se 1i$i hodnotami vstupniho tlaku p, tak, Ze v dané dloze
tvofi oblast £2; vzhledem k nesmacivé fazi bud propustnou nebo nepropustnou prekazku.

Na pocatku simulace v ¢ase t = 0 je celd oblast {2 pIn€ nasycena vodou (p,, = 997,78 kg m
Ly = 9,772 - 1074 kg m™ s_l) a Casti hranice oblasti I'; za¢ne konstantni rychlosti vtékat nesmaciva
faze (p, = 1460kg m By =9 - 10~ kg m ! sfl). Cisti hranice I's, T'y a I'; jsou nepropustné pro
obé faze a na I'y a I'g pfedepiSeme nulovou saturaci nesmacivé faze a hydrostaticky tlak vody. Celkové
na jednotlivych tsecich hranice oblasti 2 pfedepisujeme tyto okrajové podminky:

v, =0, v, m=-513-10"ms ', naly, (5.5a)
v, n =0, v, n =0, nal'sUl'yUTs, (5.5b)
Pw = pref ~YPw3, Sn = Oa na F2 U F67 (SSC)

kde p,.; = 10° Pa je referenéni hodnota tlaku a y oznacuje vysku nad spodni stranou oblasti €2.

Vysledky podobné formulované tilohy byly publikovény v literatuie [2} 9,19, 20]. V rdmci knihovny
TNL pouZzité pro implementaci paralelniho feSice jsme omezeni na pouZiti ekvidistantni ctvercové site,
coZ by znamenalo nutnost pouZiti velmi jemné sit€ pro piesné zarovnani elementt vzhledem k rozmérim
vnitini oblasti €2 a vstupni ¢asti hranice I';. Proto jsme tdlohu modifikovali a rozméry zaokrouhlili tak,
aby bylo mozné pouZit hrubsi ekvidistantni sif. Do budoucna bude pfedmétem vyvoje obecn4 sif.

Ulohu fedime s vyuZitim Brooksova a Coreyho modelu (T.12)) a schématu vyuZivajiciho metodu mass-
lumping. Reseni prvni varianty s piskem G, na sitich s 144 x 104, 288 x 208 a 576 x 416 elementy
jsou zobrazena na obr. Ve zvoleném konecném case 7' = 7 000 s projde nesmaciva faze pies vnitini
oblast nékolik centimetrti za jeji dolni okraj, veétsi ¢ast hmoty nesmacivé faze vSak prekazku obtece. Ve
druhé varianté s piskem G, zobrazené na obr. se vnitfni oblast chovd jako nepropustnd prekdzka a
nesmaciva fize ji pouze obtéka. Celo feseni je dobfe zachyceno i na nejhrubsi siti, na jemnéjsich sitich
feSeni v obou variantdch vizudlné konverguje. Pfesné srovndni s publikovanymi vysledky vSak zatim nen{
mozné kvili odlisnym rozmérim oblasti.

Lg Iy Iy
[€e—— > <—> —
40cm 10cm ‘-O"
8
Q Q ) 5
1 pisek G 4
=
Ty A T, i g
a
pisek F a
=S
115 cm 60 cm \115 cm |
< >< v—>< >
Ly

Obrazek 5.10: Geometricka konfigurace tlohy obtékani prekazky.

45



\\\\ _///

0 T T T T T T T T
0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 0 0.1 02 03 04 05 0.6 07 0.8 09
x [m]  [m]
(a) 144 x 104 elementd (b) 144 x 104 elementi

O T T T T T T T T
0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 0 0.1 0.2 03 04 05 06 0.7 08 09
 [m] x [m]
(c) 288 x 208 elementti (d) 288 x 208 elementd

0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 07 0.8 0.9 0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 0.9
 [m] x [m]
(e) 576 x 416 elementd (f) 576 x 416 elementt
| — | 001 02 0.4 0.6
0 01 02 03 04 05 06 07 o7 — 03 05 —
S [-]

Obrézek 5.11: Reseni tlohy obtékani propustné prekazky v ¢ase T' = 7000 s.
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Obrézek 5.12: Reseni dlohy obtékani nepropustné prekazky v ¢ase T' = 7000 s.
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5.6 Shrnuti numerickych vysledki

V této kapitole bylo popsdno nékolik testovacich udloh, které byly pouZity k ovéfeni konvergence
numerického schématu a porovnani efektivity paralelni implementace na GPU. Pomoci experimentaln{
analyzy konvergence pro diftizni dlohy v homogennim a heterogennim prostiedi se zndmym semi-
analytickym feSenim bylo ukdzéno, Ze pouZité schéma konverguje s priblizné prvnim fddem piesnosti.
Vysledky advekéné-difizni dlohy v heterogennim prostiedi simulujici bariérovy efekt odpovidaji vysled-
kiim publikovanym v literatufe, a to s vyuZitim modell kapilarity dle Brookse a Coreyho i dle van
Genuchtena. V této tloze se ukdzala nutnost pouZiti metody mass-lumping pro potlaceni oscilaci pri
prechodu nesmicivé faze pres materidlové rozhrani.

Efektivita paralelni implementace byla podrobné zkoumana na piikladu McWhorterovy—Sunadovy
dlohy, pro ostatni tlohy ocekdvdme v zdvislosti na velikosti numerické sité¢ a casového kroku pfiblizné
stejné vysledky. Urychleni paralelni implementace na GPU oproti sekvencnimu vypoctu na CPU bylo
prokazano pro dostate¢né velké sit€, na nejjemnéjsi siti s 1280 x 320 elementy (tj. 1 641 600 stupiiti vol-
nosti) je urychleni 14 x pfi pouziti metody GMRES s ortogonalizaci pomoci modifikovaného Gramova—
Schmidtova procesu s reortogonalizaci. Déle byla navrZzena modifikace metody GMRES vyuZivajici
ortogonalizaci pomoci Householderovych transformaci a kompaktni WY reprezentaci, pfi¢emzZ urychleni
paralelni implementace je 17 x oproti sekven¢ni varianté modifikovaného Gramova—Schmidtova procesu.
Paralelizace feSi¢e na GPU tedy umoZiiuje feSit velké tlohy fddové rychleji oproti CPU.

Vzhledem k néro¢nosti vypoctu dané dlohy na CPU jiZ neni redln€ mozné porovnat doby vypoctu
se stejnym nastavenim feSi¢e na jesté¢ jemnéjsi siti. Velkou nepfijemnosti je nutnost volit Casovy krok
konstantni po celou dobu simulace. Efektivitu vypoctu jsme zkoumali jen na prikladé diftzni dlohy, kde
bylo moZné provést sekvencni vypocet i na pomérné jemnych sitich. Advekéné-difizni dlohy maji z
pohledu volby ¢asového kroku jeSté horsi vlastnosti, pro zpiistupnéni velmi jemnych siti i pro feSeni
dloh z praxe je potieba implementovat adaptivni volbu ¢asového kroku, pfi¢emZ pomér mezi dobami
vypoc¢tu na CPU a GPU pfi stejném nastaveni feSice by mél zlstat piibliZzn€ stejny jako v pripadé
McWhorterovy—Sunadovy tlohy s konstantnim ¢asovym krokem. Dal§i moZnosti, jak zrychlit vypocet,
je pouziti efektivnéj$itho predpodminéni. V této préci jsme pro veskeré vypocty pouzivali Jacobiho
predpodminéni, které je sice trividlni pro paralelizaci, ale neni dostatecné€ ic¢inné. Jednim z dal$ich ukold
proto bude implementace efektivnéjsiho pfedpodminéni pro zkraceni celkové doby vypoctu.
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Zaver

V této prici jsme se zabyvali matematickym modelovanim dvoufdzového nemisivého proudéni v
poréznim prostfedi a implementaci paralelniho fesi¢e na GPU. V prvni kapitole vénujici se popisu pro-
blematiky zkoumaného problému je zformulovana soustava parcidlnich diferencidlnich rovnic popisujici
dvoufazové proudéni v poréznim prostiedi a jsou zde popsany béZzné uzivané modely kapilarity.

Numerické schéma je odvozeno pro soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic s obecnymi koefici-
enty, kterou lze pouZit i pro vyjadfeni obecnych tloh vicefdzového kompozi¢niho proudéni. Pro sestaveni
semi-implicitniho schématu jsme vyuZili kombinaci hybridni metody smiSenych konecnych prvki a
metody kone¢nych objemt. Pro zlepSeni numerickych vlastnosti schématu byla ddle pouZita upwindova
stabilizace pro advek¢ni dlohy a metoda mass-lumping, kterd se ukazuje jako velmi ddlezitd pfi feSeni
dloh v heterogennim prostfedi. Schéma odvozené v obecné prostorové dimenzi bylo v praci pouZito pro
feSeni tloh v 1D a ve 2D pomoci strukturované obdélnikové site.

Numerické schéma bylo pouZito pro implementaci masivné paralelniho feSi¢e na GPU s vyuZitim
platformy CUDA a knihovny TNL. Moderni architektury GPU disponuji tisici vypocetnimi jednotkami a
rychlou paméti. Efektivni vyuZiti potencidlu dané architektury bylo netrividlni zejména z hlediska efek-
tivntho vyuZiti hierarchie paméti. Diky pouZiti knihovny TNL bylo moZné vytvofit program umoZiujici
spustit vypocet jak na CPU, tak i masivné paralelné na GPU, coZ je velmi uZite¢né pro porovnani urychleni
a analyzu efektivity vypoctu.

V paté kapitole bylo popsano nékolik testovacich tloh, které byly pouZity k ovéfeni konvergence
numerického schématu a porovndni efektivity paralelni implementace na GPU. Pomoci experimentdln{
analyzy konvergence pro diftizni dlohy v homogennim a heterogennim prostiedi se zndmym semi-
analytickym feSenim bylo ukdzdno, Ze pouZité schéma konverguje s priblizn€ prvnim fddem ptesnosti.
Vysledky advekéné-difizni dlohy v heterogennim prostiedi simulujici bariérovy efekt odpovidaji vysled-
kiim publikovanym v literatufe, a to s vyuzitim modell kapilarity dle Brookse a Coreyho i dle van
Genuchtena. V této tloze se ukdzala nutnost pouZiti metody mass-lumping pro potlaceni oscilaci pfi
pfechodu nesmdcivé faze pres materidlovd rozhrani.

Efektivita paralelni implementace byla podrobné zkoumana na piikladu McWhorterovy—Sunadovy
dlohy. Urychleni paralelni implementace na GPU oproti sekvenénimu vypoctu na CPU bylo prokdzdno
pro dostate¢né velké sité. Dle ofekdvani zabird nejveétsi ¢ast vypocetniho Casu feSeni soustav linedrnich
algebraickych rovnic s fidkou matici pomoci metody GMRES. Standardni implicitn¢ paralelizovana
verze metody GMRES vyuZivajici modifikovany Gramiiv—Schmidtiiv ortogonalizaéni proces je na
nejjemnéjsi siti s 1280 x 320 elementy (tj. 1641 600 stupiiti volnosti) 14 x rychlejsi oproti sekvencni
varianté. NavrZzend modifikace metody GMRES vyuZivajici ortogonalizaci pomoci Householderovych
transformaci a kompaktni WY reprezentace poskytuje lep$i mozZnosti paralelizace, na siti 1280 x 320
je paralelni vypocet 17X rychlejsi oproti stejnému referenénimu sekvenénimu algoritmu. Paralelizace
reSi¢e na GPU tedy umoZiiuje fesit velké ulohy fadove rychleji oproti CPU.

Hlavnim cilem do budoucna bude dal$i optimalizace itera¢niho feSice, napf. s vyuZitim dc¢innéjstho
pfedpodminéni. Celkovy vypocetni Cas by také bylo moZné zkritit pomoci adaptivni volby casového
kroku. V neposledni fadé bude jednim z budoucich cild vyuzit obecnou formulaci numerického schématu
pro implementaci feSice pro obecny model vicefdzového kompozi¢niho proudéni v poréznim prostiedi.

49



Dodatek A

Parametry poréznich materiala

Parametr Pisek A Pisek B Pisek C
Porozita d [— 0,448 0,418 0,343
Vnitfni propustnost K [m% 1631-107" 1437-107"" 5,168-107"
Rezidudln{ saturace Swr -] 0,265 0,037 0,04
Rezidudlni saturace Shr -] 0 0 0
Brookstiv a Coreyho parametr A [—] 4,660 5,323 2,857
Brooksiv a Coreyho parametr  py [Pa] 3450,18 4041,72 4605,8
van Genuchtentv parametr n [—] — 11,53 6,64

van Genuchtentiv parametr a [Pal] — 2,14-107* 1,71-107*

Tabulka A.1: Parametry piskt s oznacenimi A, B a C. Hodnoty byly pievzaty z [9].

Parametr Pisek D Pisek E
Porozita i) [—] 0,4 0,39
Vnitfni propustnost K [m’ 504-10"° 526-107"
Rezidudln{ saturace Swr -] 0,08 0,10
Rezidudln{ saturace Shr [—] 0 0
Brookstv a Coreyho parametr A -] 3,86 2,49
Brookstiv a Coreyho parametr  py [Pa] 370 1324
van Genuchtenlv parametr n [— 8,06 5,34
van Genuchtentiv parametr o [Pa'] 225-107° 581-107"

Tabulka A.2: Parametry piskt s oznacenimi D a E. Hodnoty byly pievzaty z [9].
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Parametr Pisek F Pisek G, Pisek G,
Porozita ) [—] 0,4 0,39 0,39
Vhitfni propustnost K [m’ 664-107" 332.107" 332.107"
Rezidudlni saturace Swr [—] 0,10 0,12 0,12
Rezidudln{ saturace S [—] 0 0 0
Brooksiiv a Coreyho parametr A [—] 2,7 2,0 2,0
Brookstiv a Coreyho parametr  py [Pal] 755 1163,5 1466,1
van Genuchtentiv parametr n [— — — —

van Genuchtendv parametr a  [Pal] — — —

Tabulka A.3: Parametry piskt s oznacenimi F, G; a G,. Hodnoty byly pievzaty z [9].
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