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Abstrakt:

Tato price se zabyvd matematickym modelovdnim dvoufdzového kompozi¢niho proudéni v poréznim
prostedi a efektivnim feSenim vysledného modelu pomoci pokrocilych numerickych metod a modernich
paralelnich vypocetnich architektur. Nejprve je popsan fyzikdlni kontext a matematicky model
problematiky dvoufdzového proudéni v poréznim prostfedi. Ddle je sestaveno numerické schéma pro
obecnou soustavu n parcidlnich diferencidlnich rovnic s obecnymi koeficienty, jejichz volbou lze
popsat mnoho konkrétnich tloh z dané problematiky. Schéma je zaloZeno na kombinaci hybridni
metody smiSenych kone¢nych prvkil a nespojité Galerkinovy metody pro prostorovou diskretizaci,
Casovd diskretizace je provedena pomoci Eulerovy metody a pomoci semi-implicitniho pfistupu metody
zamrzlych koeficientd je schéma linearizovano v €ase. Schéma je odvozeno v obecné prostorové dimenzi a
je pouzitelné i pro nestrukturované diskretizace prostorové oblasti, v této prici jsou pouZity strukturované
sit¢ tvorené obdélniky ve 2D a kvadry ve 3D a nestrukturované sité¢ tvofené trojuhelniky ve 2D
a Ctyfstény ve 3D. Pro stabilizaci schématu je pouZita technika upwind a v pfipadé¢ obdélnikovych
a kvadrovych elementli také technika mass-lumping. V dalsi ¢dsti price je popsdna implementace
numerického schématu pro moderni vypoletni architektury GPU a vicejiddrovych CPU. Resi¢ je
implementovan v jazyce C++ s vyuZitim Sablonové knihovny TNL a paralelizace je provedena pomoci
platformy CUDA v pripadé GPU a OpenMP v piipadé¢ CPU. Je zde podrobné popsdna paralelizace
vyznamnych kroki algoritmu pro vypocet numerického feSeni, jako napriklad sestaveni fidké matice a
ndsledné feSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic. Pfi popisu je kladen dtiraz na klicové aspekty
efektivni implementace, zejména dtlezitost vhodného rozloZeni dat v paméti a vliv ocislovani elementt
nestrukturované sité¢ na efektivitu vypoctu. Pro zlepSeni efektivity vypoctu feSeni soustavy linedrnich
algebraickych rovnic pomoci iteraéni metody GMRES na GPU je popsdna modifikace této metody
vyuZivajici ortogonalizaci pomoci Householderovych transformaci a kompaktni WY reprezentace.
V posledni ¢asti prace vénujici se numerickym simulacim jsou popsdny tilohy nemisivého dvoufdzového
proudéni a kompozi¢niho dvoufdzového proudéni se zndmymi presnymi feSenimi, které byly pouZity
k verifikaci numerického schématu. Konvergence numerického schématu je ovéiena pomoci analyzy
experimentalniho fddu konvergence pro strukturované a nestrukturované sit€ ve 2D a 3D. Pro obé tilohy a
vSechny typy siti je dale provedena analyza efektivity paralelniho vypoc¢tu na GPU a vicejadrovém CPU.

Klicova slova: dvoufazové proudéni, kompozi¢ni proudéni, hybridni metoda smiSenych konecnych
prvkd, upwind, metoda GMRES, paralelni implementace na GPU, nestrukturované
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Abstract:

This thesis deals with mathematical modelling of two-phase compositional flow in porous media and
an efficient solution of the resulting model using advanced numerical methods for modern parallel
computational architectures. Firstly, we describe the physical context and the mathematical model of
two-phase flow in porous media. Then, we present a multidimensional numerical scheme for a general
system of n partial differential equations in a general coefficient form, which can be used to describe many
specific problems depending on the choice of the coefficients. The scheme is based on the combination
of the mixed-hybrid finite element and discontinuous Galerkin methods for the spatial discretization, the
temporal discretization is performed using the Euler method and the semi-implicit approach of the frozen
coeflicients method is used to linearize the scheme in time. The scheme can work with both structured and
unstructured meshes. In this work, we use structured meshes consisting of rectangles in 2D and cuboids in
3D and unstructured meshes consisting of triangles in 2D and tetrahedrons in 3D. The scheme is stabilized
by the upwind technique and in the case of rectangular and cuboidal elements, we also use the mass-
lumping technique. The next part of the work deals with the implementation of the numerical scheme
for modern parallel architectures of GPUs and multicore CPUs. The solver is implemented in the C++
language with the help of the TNL library, the CUDA framework for parallelization on GPUs and OpenMP
for parallelization on CPUs. A detailed description of notable steps of the computational algorithm, such
as the assembly of the sparse matrix and the solution of the linear system, is presented. We focus on
the key aspects of the efficient implementation for GPU, notably the importance of proper data layout in
memory and the influence of unstructured mesh ordering on the computational efficiency. To improve the
efficiency of the linear system solver on GPU, we present a modification of the GMRES method using the
orthogonalization by Householder transformations and the compact WY representation. In the last part
of the work, we describe benchmark problems for two-phase and two-phase compositional flow in porous
media and use their known exact solutions to verify the convergence of the numerical scheme by means
of the analysis of the experimental order of convergence. Both benchmark problems are computed on
structured and unstructured meshes in 2D and 3D and an efficiency analysis of the parallel computation
on GPU and multicore CPU for all mesh types is performed.

Key words: two-phase flow, compositional flow, mixed-hybrid finite element method, upwind,
GMRES method, parallel implementation on GPU, unstructured meshes
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Uvod

Problematika studia procesii v poréznim prostfedi je velmi bohata a matematické modelovani proudéni
je jednim ze zékladnich prostfedkd analyzy a predikce téchto procesti. Matematické modely slouZi jako
podklad v fadé praktickych aplikaci, od primyslovych aplikaci jako téZzba ropy, ukladdni CO, nebo
radioaktivnich odpadt, pres ekologické aplikace jako napf. ochrana zdroji pitné vody a simulace $ifen{
kontaminace v podzemi, medicinské aplikace jako napf. perfuze v myokardu, aZ po armadni aplikace
jako napf. detekce min. Pro studium proudéni v poréznim prostiedi existuje mnoho numerickych schémat
zaloZenych na metodach kone¢nych diferenci, kone¢nych objemid nebo konecnych prvki, pficemz kazda
z metod mé své vyhody a nevyhody. V této prici popiSeme pokrocilé numerické schéma zaloZené na
hybridni metodé smiSenych konecnych prvka a semi-implicitnim piistupu k asové diskretizaci, které
md fadu vyhod: je lokdlné konzervativni, umoZiiuje pouZiti obecnych nestrukturovanych siti, vede na
soustavu s pozitivn€ definitni matici a schéma lze dobie paralelizovat. Linearizace v case pomoci metody
zamrzlych koeficientd vedouci na semi-implicitni schéma ma oproti pln€ implicitnim metoddm vyhody
v lepsi efektivité vypoctu [39]. V neposledni fadé popiSeme modifikaci hybridni metody smiSenych
konec¢nych prvki inspirovanou pracemi [|17, |18, [25]] a pfedstavenou v [16]], kterd umoZiiuje fesit ulohy
s degenerujici nebo nulovou diftizi.

Numerické simulace komplexnich dloh z oblasti modelovani proudéni vyZaduji obrovsky vypocetni
vykon modernich pocitacti. Vypocetni vykon samostatné vypocetni jednotky neomezené navySovat
kvili fyzikdlnim omezenim pri konstrukci integrovanych obvodii a proto je nutné vyuZit paralelni
architektury pro zrychleni vypoctu. Tradi¢ni architektury vyuZivajici vicejddrovd CPU jsou omezena
zejména malou datovou propustnosti sdilené operacni paméti [49)]. V poslednich letech se rapidné rozviji
oblast obecnych vypoctid na GPU, coz jsou vypocetni akceleratory ptivodné urcené pro vypocty spojené
s pocitacovou grafikou. Architektura GPU adresuje vyse uvedené problémy pomoci masivni paralelizace
a specidlniho typu paméti s fddové vySsi datovou propustnosti oproti béZné operacni paméti. DneSni
GPU disponuji typicky tisici vypocetnimi jednotkami, které jsou oproti modernim sofistikovanym CPU
podstatné primitivnéjsi, ale jako celek poskytuji mnohondsobné vyssi vypocetni vykon. Efektivni vyuZiti
akcelerdtortt GPU typicky vyZaduje ndvrh algoritmi pro danou architekturu, aby bylo zajisténé dobré
rozprostfeni feSené tilohy mezi vSechny vypocetni jednotky a efektivni vyuZiti hierarchie paméti.

Cilem této préce je formulace matematického modelu dvoufdzového kompozi¢niho proudéni v po-
réznim prostiedi, popis numerického schématu zaloZzeného na hybridni metodé smiSenych kone¢nych
prvkil pro feSeni piislusné nestaciondrni dlohy a masivné paralelni implementace metody na nestruk-
turovanych siti. Vysledny program zobecniuje eSi¢ dvoufazového nemisivého proudéni [28] vyvinuty
autorem v predchozich letech pro jednorozmérné a dvojrozmérné strukturované sitd. Resi¢ je uréen
pro paralelni architektury GPU a vicejadrovych CPU se sdilenou paméti a je implementovan v jazyce
C++ pomoci knihovny TNL a platformy CUDA. Soucasti prace je popis klicovych aspekti efektivni
implementace feSice, vCetné modifikace metody GMRES pomoci Householderovych transformaci a
kompaktni WY reprezentace [27, 44, |50]], kterd umoZiiuje vyrazné lepsi efektivitu vypoctu na GPU.
Spravnost implementace a konvergenci numerického schématu ovéfime pomocf testovacich dloh ve 2D a
3D se zndmym piesnym fesenim. Dale porovname efektivitu paralelniho vypoctu na vicejadrovém CPU
a urychleni vypoc¢tu na GPU oproti CPU pfi pouZiti strukturovanych a nestrukturovanych siti ve 2D i 3D.



Struktura prace

V prvni kapitole popiSeme danou problematiku ve fyzikdlnim kontextu, zavedeme zédkladni pojmy
nezbytné pro popis porézniho prostiedi a vicefizového proudéni ovlivnéného kapilaritou a zformulujeme
soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic popisujicich kompozi¢ni dvoufdzové proudéni v poréznim
prostredi.

Druhd kapitola predstavuje mezistupenl mezi konkrétnimi formulacemi dloh kompozi¢niho proudéni
v poréznim prostiedi a popisem numerického schématu. Je zde popsdna formulace zkoumanych tloh
pomoci obecné soustavy n parcidlnich diferencidlnich rovnic s obecnymi koeficienty doplnéna o pocatecni
a okrajové podminky. Déle je uvedena konkrétni volba nelinedrnich koeficientli pro zkoumané dlohy.

Treti kapitola se vénuje popisu numerického schématu zaloZeného na kombinaci hybridni metody
smiSenych konecnych prvki a nespojité Galerkinovy metody pro prostorovou diskretizaci, Eulerovy me-
tody pro Casovou diskretizaci a semi-implicitnim pfistupu metody zamrzlych koeficientt pro linearizaci
diskrétniho schématu v Case. Déle je popsdna stabilizace schématu pomoci metody upwind a kapitola
je uzaviena popisem algoritmu pro vypocet numerického feSeni. Vypocet prvkd lokdlnich matic pro
jednotlivé typy elementt véetné pouziti metody mass-lumping pro tsecky, obdélniky a kvadry je uveden
v piiloze na konci price.

Ve ¢tvrté kapitole jsou popsany klicové aspekty efektivni implementace numerického schématu pro
paralelni architektury GPU a vicejadrovych CPU. Nejprve je pfedvedena dtileZitost rozloZeni dat v paméti
s ohledem na danou vypocetni architekturu. Poté je popsdna paralelizace metody GMRES pro feSeni
soustav linedrnich algebraickych rovnic a jeji modifikace, kterd umoZziiuje vyrazné lepsi efektivitu vypoctu
na GPU. Na z4vér je popsdna implementace nestrukturovanych siti v rdmci knihovny TNL a je pfedvedena
dulezitost vhodného ocislovani entit sité.

V posledni kapitole jsou prezentovany vysledky numerickych simulaci. Pro ovéfeni spravnosti
implementace a konvergence numerického schématu jsou vyuZity testovaci dlohy se zndmym semi-
analytickym feSenim. Pro tlohy ve 2D a 3D je provedena experimentdlni analyza fadu konvergence a
porovndna efektivita paralelniho vypoctu na vicejddrovém CPU a urychleni vypoctu na GPU oproti CPU.
Ulohy jsou feseny s vyuZitim strukturovanych i nestrukturovanych sité.



Kapitola 1

Dvoufazové kompozicni proudéni
v poréznim prostredi

V prvni kapitole popiSeme fyzikalni kontext a matematicky model problematiky dvoufdzového
proudéni v poréznim prostfedi. Postupné zavedeme zdkladni pojmy potiebné pro popis porézniho
prostfedi a jeho vlastnosti, veli¢iny potfebné pro popis vicefdzového proudéni a transport komponent
a uvedeme rovnice popisujici toto proudéni. V zavéru kapitoly zformulujeme soustavy parcidlnich
diferencidlnich rovnic pro dlohy, kterymi se budeme zabyvat v dal$ich kapitoldch.

N P

Definice pojmi jsou pfevzaty z [2] a [[14], kde 1ze najit podrobné;jsi popis této problematiky.

1.1 Porézni prostredi

Poréznim prostiedim rozumime takové prostiedi, které je tvorené primarné pevnymi latkami (skele-
tem), ale které obsahuje prazdné dutiny, neboli péry. Typickymi piiklady porézniho prostiedi jsou zemina
sloZend ze Stérku, pisku, jilu a organické hmoty, molitan, nebo rostlinnd a Zivoci$na tkan. Péry mohou
byt vyplnény jednou nebo vice tekutinami (napf. vodou, vzduchem), pri¢emz predpokldddme nésledujici
vlastnosti [2]]:

* pory tvofi propojenou sit,
* pory jsou dostatecné velké ve srovndni s rozméry molekul tekutin vyskytujicich se v systému,

* pory jsou dostatecné malé na to, aby proudéni tekutiny bylo fizeno adheznimi silami na rozhrani
tekutiny a skeletu.

Pfi splnéni téchto predpokladd 1ze uvazovat matematicky model proudéni tekutin v poréznim prostfedi
popsany v této préci.

Na ulohy proudéni v poréznim prostfedi mizeme nahliZet z riznych méftitek. V makroskopickém
mé¥itku pozorujeme jen nékteré vlastnosti porézniho prostiedi, napf. rozdilnou primérnou hrubost zrn
pisku, ale nejsme schopni rozliSit vnitini strukturu materidlu. V mikroskopickém mé¥itku jsme schopni
rozeznat jednotlivé péry, pricemZ tekutiny stile povaZujeme za kontinuum. Teprve v molekuldrnim
méritku jiz miZeme pozorovat jednotlivé molekuly tekutin vyplilujicich péry. Proudéni tekutin 1ze popsat
v mikroskopickém méfitku pomoci soustavy Navierovych—Stokesovych rovnic s pfisluSnymi okrajovymi
podminkami. Porézni prostfedi ma ale obvykle sloZité geometrické uspotddani, které neni zndmo na
mikroskopické tirovni, navic okrajovych podminek by bylo pfili§ mnoho na to, aby bylo mozné provést
numerickou simulaci.

Pro popis procesti v poréznim prostfedi z makroskopického hlediska je nutné zavést makroskopické
veli¢iny, které popisuji mikrostrukturu prostfedi. Jednou z téchto velicin je porozita, kterd vyjadiuje podil
objemu poru v ¢asti uvazované oblasti vzhledem k celkovému objemu této ¢asti. Uvazujme oblast 2 C RY,



Obrazek 1.1: Zavislost porozity ® na priméru [ referencni oblasti €2.

kde d = 1, 2 nebo 3, vyplnénou poréznim prostiedim a definujme funkci

1 pokud bod x lezi v prazdném prostoru,
7(:17) — Vx € Q, (1-1)
0 pokud bod x lezi v prostoru vyplnéném skeletem,

pricemz rozhodovéni, zda bod x lezi v prazdném prostoru nebo v prostoru vyplnéném skeletem,
provadime na mikroskopické tirovni. Primérovanim funkce v dospéjeme k makroskopické veliciné ®
zvané porozita. Uvazujme tedy podoblast {2 C €2 obsahujici bod x. Pak veli¢ina ¢ je ddna vztahem

1

Qo Q

Hodnota porozity ® v daném bod¢€ x zdvisi na velikosti oblasti €2, pres kterou primérujeme. Na
obr. je zobrazena zavislost porozity ® na priméru [ oblasti €. Pro velmi malé hodnoty ! vykazuje
® vyrazné oscilace zptisobené nespojitosti funkce ~. Pfi pfekroceni ur¢ité hodnoty [,,,;.., se hodnota
porozity ustdlf na konstantni hodnoté a pro hodnoty I > [,,,.,, pfipadné makroskopické nehomogenity
opét destabilizuji hodnotu ®. Oblasti €2y, pro které existuji hodnoty ,,;cro @ lmacro takové, Ze pro
licro << U < 1y aero hodnota ® nezavisi na primeéru oblasti [, oznaCujeme jako reprezentativni objem,
zkracené REV| | Pokud pro uvaZované porézni prostiedi nelze pro néjaky bod x, € €2 urcit reprezentativni
objem, nelze ke studovani proudéni v tomto prostfedi pouzit makroskopické metody.

1.2 Faze

Fazi rozumime chemicky homogenni ¢4st zkoumaného systému, kterd se od ostatnich ¢4sti systému
lisi svymi fyzikalnimi vlastnostmi, a kterd je od ostatnich Casti systému oddélena jednoznacné uréenou
hranici [2]]. Podle definice jsou tedy fdze na mikroskopické drovni nemisitelné. Pevnou fdzi rozumime
pevné latky, které tvoii skelet porézniho prostfedi. Obsahuje-li uvaZzovany systém kromé pevné faze pouze
jednu dalsi fazi, hovofime o jednofdzovém systému. Pokud systém obsahuje dvé nebo vice dalSich fézi,
jedna se o vicefazovy systém.

KaZdou f4zi lze uvaZovat jako smés chemicky homogennich, na mikroskopické trovni dokonale
misitelnych ¢asti, které nazyvame komponentami dané faze. Prikladem faze sloZené z vice komponent
muze byt smés plynid nebo voda obsahujici rozpustény plyn. V takovém pripad€ hovoifime o kompozicnim
proudeni. Kromé& pohybu komponent v rdmci fdze mtiZou jednotlivé komponenty také pfestupovat mezi
fazemi, jako napf. pfi rozpousténi vzduchu ve vodé nebo pii odparovani vody.

'Representative Elementary Volume
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1.3 Saturace

Abychom mohli urcit rozloZeni fazi v systému z makroskopického hlediska, definujeme vhodnou
makroskopickou veli¢inu podobnym zpisobem, jak byla definovdna porozita. Zkoumejme reprezentativni
objem 2y C 2 tvofeny poréznim materidlem vyplnénym nékolika fdzemi. V mikroskopickém méfitku
je v kazdém bodé x € (), pritomen bud skelet porézniho prostfedi, nebo pravé jedna z fazi. Lze tedy
definovat indik4torovou funkci v, fize o

1 kud bod x lezi v Case ¢ t Inéném fazi o,
(1) :{ pokud bod « lezi v Case t v prostoru vyplnéném fazi a — (13)

0 jinak,

Pomoci funkce v, definujeme saturaci faze o pomoci vztahu
(1.4)

kde xo € §2y. Veli¢ina S, je bezrozmérna makroskopicka veli¢ina vyjadfujici pomér objemu obsazeného
fazi o ku objemu p6rid v reprezentativnim objemu 2. Pfimo z definice (1.4) plynou nasledujici vlastnosti:

0<S, <1, (1.5a)
> S, =1 (1.5b)

1.3.1 Rezidualni saturace

Je zndmo, Ze smécivou fazi (vodu) nelze z porézniho prostfedi mechanicky tplné vytlacit. Tento fakt
1ze matematicky popsat zavedenim tzv. rezidudlni saturace smacivé faze S, ,., kterd vyjadiuje minimalni
mnozstvi faze, které bude v poréznim prostfedi vZdy pfitomno. Pro popis opacnych procesti 1ze definovat
také rezidudlni saturaci nesmacivé faze S, ,.

Pro prdci s rezidudlnimi saturacemi se déle zavadi efektivni saturace S, faze a,

Sa - Sa,r

Sa: 1_2Sﬁ,r,
B

(1.6)

kterd postihuje pouze objemovy podil faze, ktery 1ze mechanicky vytlacit. Pfimo z definice plyne, Ze
efektivni saturace mé stejné vlastnosti jako saturace (1.5)).

1.4 Zakon zachovani hmoty

Zékony zachovani hraji dileZitou roli pfi popisu zachovévajicich se veli€in. Pfirozenym poZadavkem
pfi popisu proudéni n€kolika nemisitelnych fazi je zachovani hmoty kazdé z fazi:

I(PSapa)

ot +V- (pava) = fav (L.7)

kde « je index dané faze a veliCiny vystupujici v rovnici maji ndsledujici vyznam:
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d(x) [—] Porozita prostfedi. Ddle pfedpokldddme, Ze porozita nezévisi na Case,
coZ odpovidd ptipadu, kdy skelet porézniho prostiedi neni deformovan.

So(x,t)  [-] Saturace fize «.

po(x,t) [kg-m 7] Hustota faze «.

vo(x,t) [m-s 7] Priisakova rychlost, neboli Darcyho rychlost fize a.
falz,t) [kg- m- s_l] Clen charakterizujici vnitfni zdroje a propady.

1.5 Darcyho zikon

Makroskopickou prisakovou rychlost v, kazdé faze 1ze urcit pomoci Darcyho zakona [11]]:

1
Vo = _7Ka(vpa - pag)7 (1.8)

o

kde nové veli¢iny maji ndsledujici vyznam:

pa(x,t) [Pal Tlak faze o
o [Pa-s]  Dynamickad viskozita faze «. Pfedpokladame, Ze p,, je konstantni.
K, (x) [mz] Propustnost neboli permeabilita porézniho prostiedi vzhledem k fazi «v, obecné

se jedna o symetricky, pozitivn¢ definitni tenzor 2. fadu.

g [m - 872] Vektor gravitacniho zrychleni.

Darcyho zdkon byl odvozen pro jednofidzové proudéni. Pfi rozsifeni na vicefazové proudéni se
predpokladd zavislost tenzoru K, nejen na vlastnostech prostredi, ale také na saturaci faze «.. Pokud jsou
pory vyplnény vice fazemi, nemtize fize o vyuZivat k proudéni cely prostor port a vyslednd prisakova
rychlost u,, je proto niZsi, nez kdyZ jsou pory vyplnény pouze jednou fazi.

Pfi modelovéni se pfedpoklddd, Ze tenzor K, lze rozlozit jako sou¢in K, = k, ,(S,)K, pficemz
tenzor absolutni permeability (neboli vnitfni propustnosti) K [mQ] z4visi pouze na vlastnostech prostfedi
a relativni permeabilita k,. ,, [—] na saturaci fize o a implicitné také na vlastnostech prostfedi. Relativni
permeabilita piedstavuje Skdlovaci faktor spliujici 0 < k,.,(S,) < 1. Rizné modely relativni
permeability jsou popsdny v sekci

Darcyho zédkon Ize psit ve tvaru

Er o
v, = ———K(Vp, — pn9)- (1.9)

«

v Covex .y ‘. kr o - - Lo N
Pro ptehlednost se jesté zavadi znaceni A, = s kde A\, [Pa Ls 1] se nazyva mobilita faze .

1.6 Kapilarni tlak

Ve zbytku této price se omezime na popis proudéni dvou fazi v poréznim prostfedi. Dvoufdzové
proudéni v poréznim prostfedi je siln€ ovlivnéno kapilaritou. Pisobeni povrchového napéti na ostrém
rozhrani mezi fizemi v pérech vyvoldva rozdil mezi mikroskopickymi tlaky jednotlivych f4zi. Na fizovém
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rozhrani definujeme mikroskopicky kapilarni tlak m, jako rozdil mezi tlakem nesmécivé faze m,, a tlakem
smacivé faze ,,

M = Ty — Myye (1.10)
V disledku definice smécivosti je kapilarni tlak vZdy nezdporna veli¢ina, 7, > 0. Déle bude vZdy index
n oznacovat nesmacivou fazi (napf. vzduch) a index w smacivou fazi (napf. voda).

Na makroskopické drovni definujeme makroskopicky kapilarni tlak p,. pfirozené pomoci stejného
vztahu jako v mikroskopickém pripadé

Pe = Pn — Pw> (111)

kde makroskopické tlaky p,, a p,, 1ze definovat napf. primérovdanim piislusného mikroskopického tlaku
pres reprezentativni objem (REV). Makroskopicky kapilarni tlak obecné zdvisi na saturacich fazi,
teploté a rozmérech a usporddani pérd. Ddle uvaZujeme pouze zdvislost kapilarniho tlaku na saturacich,
Pe = P.(S,,). Pro matematicky popis této zavislosti se nejcastéji pouzivaji modely van Genuchtena a
Brookse a Coreyho.

Brooks a Corey
V modelu Brookse a Coreyho [6] je zavislost kapildrniho tlaku na saturaci .S, urena vztahem

!
pc(sw) = pB&C’(Sfu) AB&C? (1.12)

kde ppg.c [Pa] a Agg.c [—] jsou parametry modelu pro dané prostfedi. Parametr p ¢, predstavuje vstupni
tlak pro dané prostfedi a A g, souvisi s rozloZzenim velikosti pord.

Van Genuchten

Ve van Genuchtenové modelu [20] je zavislost kapilarntho tlaku na saturaci S, uréena vztahem
1

1 e -1 "G
Pe(Su) = (<sw> —1) | (1.13)

G

kde parametr o, [Pa_l] charakterizuje vstupni tlak a parametry m, [—] a n, o [—] popisujici strukturu

£0 s - _ 1
pori jsou obvykle svdzany vztahem m,; = 1 — P

1.7 Relativni permeabilita

Permeabilita prostfedi vzhledem k fazi « byla zavedena v sekci vztahem K, = k, ,(S,)K.
Zavislosti k,. , = k, (S,) modelujeme skutecnost, Ze priichodu faze o prostfedim brdni kromé skeletu

z N

také ptitomnost ostatnich fazi. V pifpadé€ dvoufdzového proudéni Ize funkce k,. , a k,. ,, popisujici zdvislost
relativni permeability na saturaci odvodit z pfislusného modelu kapilarity [23]).

Burdine

Modelu Brookse a Coreyho odpovidd BurdinetGv model 7} |8]]:
2
Frao(S) = (55)" bec, (1.14a)
_(qe)2 eNlt 52—
krpn(Sp) = (Sp)" (1 — (1= 8,) *sec |, (1.14b)

kde A pgg ¢ je parametr Brooksova a Coreyho modelu.
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Mualem

Modelu van Genuchtena odpovidda Mualemtiv model [35]:

1 Mya\ 2
<1—<1—(S;;)mvc) ) , (1.15a)

1 2va
<1 —(1- Sﬁ)ma) : (1.15b)

[NIE

kr,w(Sw) = (Si))

ol

kr,n(sn) = (8761)
kde m, je parametr van Genuchtenova modelu.

1.8 Rovnice dvoufazového proudéni

Shrnutim pfedchozich sekci dostdvdme ndsledujici soustavu rovnic popisujici nemisivé dvoufdzové
proudéni v poréznim prostiedi:

@W F YV (puli) = fus (1.16a)
vy = MK (VPy — pug), (1.16b)

<I>a(sgbtp") + V- (ppvn) = frs (1.16¢)
v, = -\K(Vp, —p,9), (1.16d)

Pe = Pn — Pw (1.16e)

S, +S, =1, (1.16f)

kde nezndmé funkce jsou saturace S, = S, (x,t) a tlaky p, = p.(x,t) fizi @ € {w,n} prox € Q
at > 0. Pro nestlacitelné faze je soustava (1.16)) kompletni, v pripadé stlacitelnych fazi by bylo potieba
predepsat jeste stavové rovnice urcujici zavislost hustoty faze na tlaku.

1.9 Transport komponent

Podobné jako pfi popisu proudéni nemisitelnych fazi vyjdeme i pfi popisu proudéni komponent ze
zdkona zachovédni hmoty. Zdkon zachovini hmoty komponenty x ve fizi o uvaZujeme ve tvaru advekéné—
reakéné—difizni rovnice [26]

I DSa X kPa
W +V- (pava,n) + para,nXa,ﬁ = 0. (L.17)

//////

pfislusny pocet rovnic typu (I.17) k rovnicim (1.16)). Nové veli¢iny vystupujici v rovnici (I.17) maji
ndsledujici vyznam:

Xox(z,t)  [~] Hmotnostni zlomek komponenty « ve fazi cv.
Vo [m - s_l] Rychlost komponenty « ve fazi a.
Tok [s_l] Reakéni ¢len popisujici pfestup komponent mezi fazemi.
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Rychlost komponenty v, ,, budeme uvazovat ve tvaru

Vo, = Xa,nva - DOL,KVXOL,N’ (1.18)
kde v, je rychlost fize o dand Darcyho zdkonem (I.8) a Dom[m2 s
komponenty « ve fazi a.

Pro modelovédni pfestupu komponent mezi fizemi pouZijeme rovnovdzny pristup [23[]. Pfedpo-
kladdme, Ze prestup komponent mezi fizemi probihd mnohem rychleji oproti transportu komponent
v jednotlivych fazich. Diky tomu jsou fize neustdle v lokdlni termodynamické rovnovdze a prestup
komponent mezi smacivou a nesmacivou fazi miZeme popsat pomoci Henryho zdkona [32]

predstavuje koeficient difize

Xn,li = Han,nv (119)

kde H,[—] je bezrozmérnd Henryho konstanta pro fizi «.

Za predpokladu slabych roztokd miZeme hustoty p,, a p,, povaZovat za konstanty a eliminovat je
z rovnice (I.17). Po dosazeni vztahi (I.18)) a (I.19) do (I.17) miZeme z vysledné rovnice eliminovat také
Henryho konstantu H,.. Dostdvame tak dvé rovnice pro X, ., jejichZ sectenim ziskame

0X
by + V- (Xv, = DyVX) +rxX =0, (1.20)

kde jsme pouZili oznaleni v, = vy, + v, X = Xy o, Dx = Dy o + Dy g @7rx =Ty 00 + T e
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Kapitola 2

Obecna formulace

Pro teseni dloh dvoufazového a kompozi¢niho proudéni v poréznim prostfedi prejdeme k jednotné
formulaci publikované v ¢lanku [|16]. UvaZujeme obecnou soustavu n parcidlnich diferencidlnich rovnic
ve tvaru

ZNM(T;JFZULJ”VZﬂLV' mi | =Y DijVZj+w |+ Ziai;| +Y ri;Z;=fi
j=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
@.1)

proi=1,..n,kde Z = (Zy, ..., Zn)T je vektor nezndmych funkcf zdvislych na poloze € Q C R% a
Caset € (0,7), kde d = 1, 2 nebo 3 oznacuje dimenzi prostoru a 7' > 0 urcuje konecny ¢as. Soustava
(2.1) je doplnéna o pocate¢ni podminku

Zj(x,0) = Z]"(x), VeeQ, j=1,...n, (2.2)

a okrajové podminky pro viechna t € (0, 7)),
Zi(x,t) = Z) (x,1), Yz elY Co, j=1,..,n, (2.32)
v;(@,1) g (@) = v (z,t), VeeTN coQ, i=1,..n, (2.3b)

kde v; oznacuje rychlostni ¢len

n
v, =—> D;;VZ;+w, (2.4)
j=1
a rozklad hranice 02 pro vSechna j = 1, ..., n spliluje
rPury = o0, (2.5a)
rPard =g. (2.5b)

Koeficienty vystupujici v soustavé (2.I) mohou obecné zdviset na vektoru nezndmych funkci Z a
maji ndsledujici vyznam: N = [N; ;]i';_; pfedstavuje matici dtlumu, w = [u; ;];';—; popisuje konvekci
v nekonzervativni form&, m = [m,;];; je nezdporny vektor koeficientd mobility, D = [D, ;];';_; je
matice nulovych nebo symetrickych a pozitivné definitnich tenzori difize, pticemz predpoklddame, Ze
pro kazdé i existuje alesporti jeden index j takovy, Ze D; ; je nenulovy, w = [w;]i— predstavuje vektor
externich konzervativnich sil, @ = [a; ;];j—; popisuje konvekci v konzervativni formé, r = [r; ;]';_1 je
matice reakénich ¢lenti a f = [f;];—; predstavuje vektor zdrojovych &lend.

Volba koeficientd a neznamych v obecné rovnici z4avisi na konkrétni dloze a jeji formulaci.
V nasledujicich sekcich uvedeme volbu koeficienti pro tlohy nemisivého dvoufidzového proudéni a
kompozi¢niho dvoufdzového proudéni v poréznim prostfedi, kterymi se budeme zabyvat v dalSich
kapitoldch.
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2.1 Dvoufazové proudéni

Pfi volbé koeficientl rovnice (2.1)) pro dlohu nestlacitelného a nemisivého dvoufdzového proudéni
v poréznim prostfedi bez vnitinich zdroji a propadii vyjdeme z rovnice (I.16). Mdme n = 2 a s ohledem
na pouZité numerické schéma zvolime za primarni nezndmé funkce fazové tlaky, Z; = p,, a Zy = p,.
Po vyjadfeni zbylych neznamych pomoci fazovych tlakl a provedeni dprav ziskdme nasledujici volbu

koeficientt:
N = ( IS (I)dé%w) , (2.62)
dp. T dp.
y— (g g) , (2.6b)
A'lﬂ
N
m = (An> s (26C)
t
MK 0
D_ ( ! AtK>’ (2.6d)
w = (ii/;wg;]) , (2.6e)
00
a—= (0 0) , (2.6f)
0 0
r= (0 O> , (2.6g)
0
f= (0) ; (2.6h)

kde A, = A\, + A,,. Pro volbu koeficientti m a D byl vyuzit postup z ¢lanku [25]].

2.2 Kompozicni proudéni

Pro tlohu kompozi¢niho dvoufdzového proudéni v poréznim prostiedi vyuZijeme koeficienty uvedené
v predchozi sekci pro popis dvoufazového proudéni, ke kterym piiddme koeficienty prisluSejici transportni
rovnici ((1.20)).

Transportni rovnici (I.20) miZeme zapsat ve tvaru rovnice (2.1)) bud’v konzervativnim nebo v nekon-
zervativnim tvaru. Konzervativni tvar je dan pfimo rovnici (I1.20). Se¢tenim zdkond zachovani hmoty
(L.7) pro obé faze s vyuzitim identity 0(S,, + S,,)/0t = 0 dostaneme, Ze V - v; = 0. PouzZitim této
identity v rovnici (I.20)) dostaneme jeji nekonzervativni tvar:

qﬁa;:—kvt‘VX—V-(DXVX)—l—rXX:O. 2.7)

Transportni rovnice (I.20) umoZiuje pouzit degenerujici nebo nulovy difizni ¢len Dy a feSit tak
kromé diftznich udloh také tlohy s dominantni advekci nebo i Cisté advekcni dlohy. Abychom mohli
simulovat degenerujici nebo nulovou diftizi pomoci schématu prezentovaného v kapitole |3} uvaZujeme
rozklad Dy = mxD,, kde Dy > 0 je konstantni diftizni koeficient a my > 0 je koeficient mobility.
Volbou konstanty D, regularizujeme numerické schéma a mobilitu m y miZeme volit libovolné malou

pro pripad degenerujici diftize, nebo i nulovou v piipadé Cisté advekeni tlohy.

17



Pro konzervativni i nekonzervativni variantu mdme n = 3, primérni proménné 7| = p,,, Z9 = Dy,
Z3 = X apfislusné koeficienty v rovnici (2.1) jsou:

Konzervativni forma: Nekonzervativni forma:
ds,, ds,, dsS,, dsS,,
St ot O
N=1¢o . -2 . 0] N=1¢@ . —® . K (2.8a)
0 0 0] 0 0 P
0 0O 0 0 O
u=|0 0 0], u=|(0 0 0|, (2.8b)
0 0O 0 0 v
Mo A g Mo A ’
_ (v “n = (= 2.8
m <)\t ) )\t ) mX) ) m )\t ) >\t , Mx ) ( C)
MK 0 0 MK 0 0
D= o MK 0 , D= o MK 0 , (2.8d)
0 0 Dyl 0 0 Dyl
w = (_)‘tprgv )‘tang7 O)Ta w = (_)‘tprg7 Atpn:[<ga 0)T7 (286)
0 0 O 0 0O
a=|0 0 0], a=(0 0 0], (2.8f)
0 0 v 0 0O
0 0 O 00 O
r=10 0 0 |, r=(0 0 0], (2.8g)
0 0 Tx 0 O Tx
0 0
f=10], f=10 (2.8h)
0 0
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Kapitola 3

Numerické schéma

V této kapitole popiSeme numerické schéma pro feSeni soustavy (2.1). Schéma je zaloZeno na
kombinaci hybridni metody smiSenych konecnych prvki (MHFEMEI) a nespojité Galerkinovy metody
(DGMEI) pro prostorovou diskretizaci, Eulerovy metody pro Casovou diskretizaci a semi-implicitnim
pristupu metody zamrzlych koeficientd pro linearizaci v ¢ase. Toto obecné schéma jsme publikovali
v ¢lanku [16]], podobnou formulaci numerického schématu pro nemisivé dvoufazové proudéni lze nalézt
v (117,18} 25]].

Uvazujeme diskretizaci prostorové oblasti 2 C R? pomoci numerické sité C;, tvofené konecnym
poctem elementii K, kde h > 0 oznacuje primér nejvétsiho elementu. Predpokladame, Ze sif je kon-
formni, tj. pranik uzavérd dvou riznych elementd je bud prazdny, vrchol, hrana nebo sténa. V aplikacich
numerického schématu popsanych v dalSich kapitoldch této prace pouzivime bud strukturované nebo
nestrukturované sité tvorené vzdy stejnym typem elementd, a to bud obdélniky nebo trojihelniky v R?a
kvadry nebo Ctyfstény v R

Nadstevnouﬁ elementu K rozumime geometricky utvar dimenze d — 1, ktery tvoi{ ¢ast hranice 0K.
V nésledujicich sekcich zna¢ime mnoZinu nadstén elementu K € [C;, symbolem £ . Pro mnoZinu
nadstén vSech elementl numerické sit€ ;, zavedeme symbol &;,. Kazdd nadsténa E' € &}, je bud vnitini
nebo okrajovd, mnoZinu vnitinich nadstén zna¢ime symbolem Sﬁm a mnozinu vnéjsich nadstén znacime
symbolem & flm. Pocet prvki diskrétni mnoZiny A znac¢ime symbolem #.A4.

3.1 Variacni formulace

Piedpoklddame, Ze skaldrni funkce N; ;, m;, r; ;, f; a Z; jsou pro v8echna i,j = 1,...,n prvky
funkéniho prostoru L2(Q). Dile predpokladdme, Ze vektorové funkce u; ;, a; ; a v; jsou pro vSechna
i,7 = 1,...,n prvky funkéniho prostoru H(div, 2), kde

H(div, Q) = {w e LX) |V -we LQ(Q)} . G.1)

SmiSenou variaéni formulaci tlohy (2.1) a (2.4) 1ze formalné odvodit vyndsobenim rovnice (2.1)) funkei
¢ € V = L*(Q) arovnice (Z-4) funkei w € W = H(div, Q) a integraci obou rovnic pres oblast €2. Pro
nalezeni pfibliZzného feSeni Z, € V, v; € W, ¢ = 1,...,n variacni tlohy pomoci metody smiSenych
konec¢nych prvki piejdeme k vhodnym konecnérozmérnym podprostorim V,, C V, W, C W. V této
préaci pouZijeme prostory nejnizstho fadu, prostor po Castech konstantnich funkcei Dy(K;,) a Raviartiv—
Thomasiv—Nédéleciv prostor RTN(K;,).

"Mixed Hybrid Finite Element Method
*Discontinuous Galerkin Method
3Anglicky facet

19



3.1.1 Prostor RTN,

Pfi definici Raviartova—Thomasova-Nédélecova prostoru RTN(K;) vyuzijeme diskretizaci ob-
lasti €2 pomoci numerické sit€ ;. Nejprve na kazdém elementu K € K;, definujeme lokdlni prostor
RTN((K) generovany bazickymi funkcemi wy p € H(div, K), E € £f. Konkrétni podoba prostoru
RTN(K) zavisi na dimenzi prostoru a na geometrii elementu K, obecné je vSak vyhodné volit bazické
funkce w g tak, aby splitovaly podminky

1
V- wg p(x) = @, VE € E Vo € K, (3.2a)
1
wK,E(a:)-nKF:W(SEF, VE,FGEK,V:EGF, (3.2b)
d—1

kde n g r oznaCuje jednotkovy vektor vné€jsi normdly na nadsténé F' € £ vzhledem k elementu K, 6
predstavuje Kroneckerovo delta a | - | zna¢{ s-rozmérnou Lebesgueovu miru, s = 0,1,2,3a |- |, = 1.

Pomoci lokélnich prostori RTN(K') definujeme prostor RTN(K};,) tak, aby se jednalo o podpro-
stor prostoru H(div, §2). Podle definice plati RTN(K) C H(div, K). Definujme tedy prostor

RTNI(K,) = {w e LX) | VK € K, w]g € RTNO(K)} : (3.3)

Prostor RTNJ(K;,) viak nenf podprostorem prostoru H(div, €2). Ve smyslu tvrzeni 1.2 v knize [5, str. 95]
navic po funkcich w € RTN8 (K;,) pozadujeme spojitost normalovych stop na vnitfnich nadsténéch sité.
Tuto vlastnost mizeme ekvivalentné vyjadrit pomoci bilanéni podminky, kterou pouzijeme pro definici
prostoru RTN(K,):

RTN(K),) = { w € [L*(Q)]? | VK € K),, w|x € RTN((K); VE € &M E € Ei, NE,,

/W|K1 "MK B +/w’1<2 ‘ng, g =0
) B
(3.4)

Bazické funkce pro simplexy v R?

Simplex K € K v R? je konvexni obal d 4+ 1 afinné nezdvislych bodi V;,...,V,; € R?,
Predpokldadame, Ze nadstény simplexu Ej, ..., E; € £k jsou Cislovany tak, Ze pro vSechna ¢ = 0,...,d
je V, prot&jsi vrchol nadstény E,. Potom bazické funkce prostoru RTN(K) spliiujici vlastnosti (3.2))
maji tvar

1
Wi, g, (T) = aK, (x—V), (3.5)

provSechna: =0,...,dazx € K.
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Bazické funkce pro obdélniky

Pro referencni obdélnikovy element K = (0, h,) x (0,h,) v R? volime bazické funkce prostoru

RTN,(K) ve tvaru

1
WK,El(m) = W
2

1
wK,Eg(:E> = W
2

$1 — hx . 1
( 0 ) ) wK,E'z(m) - |K|2
0 1

T
0
0

Lo

(3.6)

kde x{, x5 znaci slozky vektoru x € K C R? a E,, Ey, E5, B, znali postupné levou, pravou, dolni a

horni hranu elementu K.

Bazické funkce pro kvadry

Pro referen¢ni kvddrovy element K = (0, h,) % (0, hy) x (0, h,) v R? volime bazické funkce prostoru

RTN,(K) ve tvaru

1
WK Fy (x) = W
3

1
WK Fs (x) = W
3

1
WK Fs (x) = W
3

€T — h:v
0 ; Wi B, (T)
0
0
T2 — hy ’ WK,E, (:]3)
0
0
0 ; Wi g (T)
T3 — hz

1
1Kl

1
1Kl

1
1Kl

0
T3

(3.7)

kde 1, x4, x5 znadi slozky vektoru x € K C R* a E, jsou stény elementu K ¢&islované ndsledujicim

zptsobem:

* FE, a E, jsou stény kolmé na osu x, sténa E; prochdzi bodem x = 0,

* Es5a F, jsou stény kolmé na osu x5, st€na F5 prochdzi bodem x = 0,

» Ex a g jsou stény kolmé na osu x5, st€na s prochdzi bodem x = 0.

3.1.2 Aproximace vektorovych funkci

Vektorové funkce v;, u; ; a a; ; aproximujeme v prostoru RTN( (K, ). Vyjddfenim v bdzi prostoru

RTN{(K,) ziskdme

vi(@,t) ~ Z Z v i, B (Dwk, B (T),

Kek), BE€Ey

a; j(x,t) ~ Z Z a; j kBt wk B(T),

KeK,;, E€Ey

wij(@t) = Y Y ik e(wk p(@),

Kek;, BeEx

w;(x,t) ~ Z Z w; g5 (t)wk, p(T).

Kek;, BE€Ey
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kde wg g jsou bazické funkce prostoru RTN(K). Integraci vnéjsi normalové stopy v;|x - ng g
vzhledem k elementu K pfes nadsténu E € £ a s vyuZitim vlastnosti bazickych funkei (3.2) dostaneme

/vi’K ‘Mg p~ / Z UV K FWKF MK E = VK E- (3.9

b 5 Fegy

Analogické vztahy plati i pro funkce a; ;, u;; a w;. Koeficienty v; x g, u; j xE 8 ;g tedy
odpovidaji numerickému toku piislu$né funkce pres nadsténu £ € £y ve sméru vnéj$i normaly vzhledem
k elementu K. Abychom ziskali aproximaci funkci v prostoru RTN(kX;,), musi spliiovat podminku
spojitosti normdlovych stop na vnitfnich nadsténich sité. Na nadsténé E oddélujici elementy K a Ko
tedy musf platit

Vi, B+ VK, e =0, (3.10a)
g, B+ ik, =0, (3.10b)
Ui, B+ Ui, =0, (3.10¢)

Wi i, E T Wik, =0. (3.10d)

Tyto podminky odpovidaji pfedpokladu nulovych zdrojovych ¢lenti na nadsténé E a predstavuji tedy

lokdlni bilanci veli¢in v;, a; ;, u; ; a w;.

3.1.3 Aproximace skalarnich funkci

Pro aproximaci skaldrnich funkci uvazujeme koneénérozmérny prostor V;, = Dy(K;,) funkei po
¢astech konstantnich na elementech K € K, jehoZ bazické funkce jsou

1 pokudzx € K,
e (T) —{ b (3.11)
0 jinak.
Diilezité vlastnosti bazickych funkci prostoru Dy (K;,) jsou:
supp ¢ € K, /soK = |K|g Ver =0. 3.12)
Q

Nezndmé Z; a skaldrni koeficienty N, ;, m;, r; ; a f; rovnice (2.1)) aproximujeme pomoci projekce

do prostoru Dy (KC,), tedy pro vSechnax € Qat € (0,7

Zi(x, )~ Y Z;(ex (@), (3.13a)
Kek,,

Ny t)~ > Nyjrex(@), (3.13b)
Kek,,

mi(z ) & Y myr(tex(T), (3.13¢)
Kek,

rj(mt) = ) gk (Oex(@), (3.13d)
Keky,

film )~ > fix(bex(@). (3.13¢)
Keky,

22



Koeficienty Z; . N; ;> My > Ty i @ [i x Vystupujici v zavisi na Case a lze je interpretovat
jako stfedni hodnoty piislusné veli¢iny na elementu K € K;,. Varia¢ni aproximace v prostoru po ¢astech
konstantnich funkci tedy odpovidd pouZiti metody konecnych objemt s centrem konec¢ného objemu
v tézisti elementu (CFV .

3.1.4 Diskretizace rovnice pro rychlostni ¢len

Rovnici miZeme formdlné diskretizovat vyndsobenim bazickou funkei prostoru w € W, a
integraci pies oblast 2, ¢imZ ziskdme soustavu n x #E&), rovnic pro n X (#&;, + #K;) neznamych
vikgaZjg,kdei,j = 1,...,n, B € & a K € K. Tato pfimocard aplikace metody smiSenych
kone¢nych prvki vSak vede na soustavu s indefinitni matici [5]. Hybridni metoda smiSenych kone¢nych
prvki déle vyuZivéd blokové struktury této soustavy a pro koeficienty v; i i najde explicitni zédvislost
na diskretizovanych neznidmych Z;. Pro formulaci numerického schématu pro feSeni soustavy (2.1)
pouZijeme metodu hybridizace ddle popsanym zptisobem.

Definujme parcidlni rychlosti v; ; a pfedpoklddejme, Ze v, ; patii do prostoru H(div, Q):

Aproximaci v; ; v lokdlnim prostoru RTN (/) miZeme zapsat pomoc{

RIS Z Vi j K, EYK, E> (3.15)
Be&y

kde wy ; 0znacuje bazickou funkci prostoru RTN (/). Pfedpokldddme, Ze tenzor D, ; je na elementu
K bud'nulovy, nebo symetricky a pozitivné definitni. Pokud je D; ;| nulovy, je i projekce v; ;| x nulovd,
a tedy i koeficienty v; ; i p musi byt nulové. Pokud je D; ;| symetricky a pozitivn€ definitni, miZeme
rovnici (3.14) vyndsobit jeho inverzi a poZadovat splnéni vysledné rovnosti ve slabém smyslu:

Z vivijvE/w};’FDZjle’E = —/W£7FVZJ, VF € gKa (316)
Eeéy 4 4

kde wy p oznacuje bazickou funkci prostoru RTN(K'). Dile pro tpravu pravé strany (3.16) pouZijeme
Greenovu formuli, vztah (3.13a)), vlastnosti bazickych funkcei (3.2) a (3.12):

K oK K

kde koeficienty Z; i prestavuji nové stupné volnosti velic¢iny Z; na nadsténéch sité. Dle [5} kap. 5.1.2] maji
koeficienty Z; i ve schématu roli multiplikatort, které umoZiiuji formulovat variacni Glohu lokalné
bez poZadavku na spojitost normélovych stop bazickych funkei w . P¥i pouZiti prostort nejniz$iho fadu
1ze koeficienty Z; r interpretovat jako stfedni hodnotu veli¢iny Z; na nadsténé F'.

. ‘o T -1 .
Pii oznadeni B; ; k. p r = [;c Wi gD; jwi p miZzeme rovnost (3.16) zapsat ve tvaru

> vk eBiker = Zix — Zir (3.18)
FEcoK

*Cell-Centered Finite Volume Method
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Koeficienty B, ; i g p tvoif na elementu K pozitivné definitni matici B, ; i = [Bi JK,E F} e, @
W k) ’ W W 2 bl 5 K

oznalme jeji inverzi b, ; i = [bi,j, K,E, F] . Konkrétn{ tvary matic B, ; i a b; ; ;¢ pro rizné typy

E,Fe€x
elementi jsou uvedeny v piiloze[A] Inverzi vztahu (3.18) ziskdme

Vigi. = bigrpZix — O bijrrdie (3.19)
Fe&y

kdeb; ; kg = > bk pr Diledodefinujeme b; ; kg p = 0 pro viechna £, F' € E pro piipad, Ze
FeEy
D, j|x = 0. Pak jiZ miizeme vyjadfit koeficienty v; k.  pomoci Z; i a Z; p:

n

Ui,K,E:Z bijkEZjK — E bijk,EFZiF | + Wik E- (3.20)
j=1 Fefy

3.1.5 Diskretizace skalarni rovnice

Variaéni formulaci dlohy (2.1) ziskdme vyndsobenim i-té rovnice (Z.I) funkei ¢ € V = L*(Q) a
integraci pres oblast 2

n o7. n n n
i=14 J=14 Q j=1 i=1q Q
(3.21)

vz

Pro pfibliZzné feseni této tlohy pouZijeme piistup nespojité Galerkinovy metody (DGM). Splnéni rovnice
(3.21)) budeme pozadovat na podprostoru V;, = Dy (K;,). Dosazenim ¢ = ¢ a pouZitim vztahd (3.13))
spolu s vlastnostmi bazickych funkei (3.12) dostaneme pro ¢leny obsahujici pouze skaldrni koeficienty
nésledujici ndhrady:

N,y 228 1 e | K| Ny 20K (3.222)
2y ot YK =~ d*Vi,g,K ar .
Q
/Ti,ijSOK ~ K| gri 5,k Zj i (3.22b)
Q
/fi(pK ~ ‘K’dfi,K- (3.22¢)
Q

Pro udpravu ¢lenti obsahujici vektorové koeficienty pouzijeme vztahy (3.8), vlastnosti bazickych funkci

(3.2) a (3.12) a Greenovu formuli:

/Um' VZpog = /ZjSDKUi,j "Ny — /ZjSOKV CU G /Zjui,j -Vog

Q 0K K K
\_v_/
=0
~ upw
~ Z Z; j et K.E ~ ZjK E, Wi j, K B> (3.23a)
Ee&y Ee&y
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/V m;v; @K—/mMK’U Nog — /m’U Vor~ Y mi% vk, (3.23b)

_,_/
=0
/v. (Zjai;) vx = /Z]goKa” NoK — /m'v Vox~ Y Zi%%a ke (3.230)
ﬁ,_/
=0

kde ny i oznacuje jednotkovy vektor vnéjsi normdly na nadsténé £ vzhledem k elementu K a symboly
m;'y (t) a Z;7 5 (t) predstavuji zatim bliZe neurcené hodnoty veli¢in m; a Z; na nadsténé E, které
jsou v pfipad€ vnitini nadstény spolecnd pro oba elementy sousedici s nadsténou E. Pro volbu téchto
koeficientli pouZijeme techniku upwind, ktera bude popsana v sekci

Pouzitim vySe uvedenych nédhrad v rovnici (3.21)) dostaneme ndsledujici semi-diskrétni schéma:

n
K], Z Ni,j,K( + Z Z Zlff% ,j,K,E(t) +u, kB (t Z mqu Wi k(1)
j=1

j=1 Be&y EeEx

+Z | K[ q7i i (t) — Z u; i, g(t) | Zjx(t) = | K|y fi k(1) (3.24)

j=1 Eely

Pro Casovou diskretizaci schématu vyuZijeme rozdéleni intervalu [0, 7] na malé dseky s mnoZinou
hrani¢nich bodti 7,

pficemz délky Casovych krokili oznacime jako Aty =ty — t. Ddle budeme hodnoty ¢asové zavislych
funkci vyc¢islenych na ¢asové hladin€ ¢, € T znacit pomoci horntho indexu k.

Nelinedrni semi-diskrétni schéma (3.24) diskretizujeme v Case pomoci zpétné Eulerovy metody a
linearizujeme pomoci metody zamrzlych koeficienti. Tim ziskdme rovnice diskrétniho schématu

IK |
g k+1 kupw kupw k41
E, 0.4, K ( GK T JK) +§ D ZipE (g k) T ) miE ik

j=1 Ee&y EcEy
n
k+1
—|—Z | K[ g7i 5 — Z Ui j KB ij{ = |K|yfi x> (3.26)
j= EE(SK
platné pro vSechna ¢ = 1,...,n, vSechny elementy K € K, a Casové hladiny k¥ = 0,..., M — 1.

Vsechny koeficienty vystupujici v rovnici jsou vycisleny na casové hlading ¢, pro piehlednost
vSak vynechdvame horni index & u pfislusnych symbolt.

Hodnoty koeficientti v; i p mdme vyjadieny v (3.20), pro spojeni s rovnici je viak potiebujeme
vyjadfit v ¢ase t = ;1. Nelinedrni vztah (3.20) linearizujeme v ¢ase opét pomoci metody zamrzlych
koeficientt:

n

k41 ZhH
ViKE = E bijKk,EZ; E bij kB FZ + W; Kk, B> (3.27)
J=1 FEEK

kde hodnoty b; ; i g, b; j kB F @ W; i,E jsou VyCisleny na Casové hladin€ ¢,.
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3.2 Diskretizace okrajovych podminek

Pti diskretizaci okrajovych podminek pfedpokldddme, Ze na vSech vnégjSich nadstenach L e Sﬁmt JC
ddna podminka pravé jednoho typu, tedy pro vSechna j = 1,...,n plati bud £ C I‘ nebo E C F
Tento pfedpoklad lze chapat jako dlskretlza01 podminky (2.5).

N 4

Na Dirichletové ¢4sti hranice F dle (2.3a) predeplsujeme pfimo hodnotu funkce Z;, diskretizaci na

okrajové nadsténé E ziskdme piimo stfedni hodnotu Z JE

1

ZJI'C,E ~IE] /ij(xatk) = ZEE(tk)~ (3.28)
d—1

E

Diskretizaci Neumannovy podminky (2.3b) na okrajové nadsténé F € &j ziskdme hodnotu

N P4

koeficientu v; x g, ktery md podle (3.9) vyznam toku funkce v; pres nadsténu E' ve sméru vnéjsi normaly:

vaE = /%N(%tk) = (o E(tk) (3.29)
B

3.3 Upwind

Nyni jiz miZeme upfesnit volbu koeficienté m" i a Zik b - Pro zajistén{ stability schématu pro

advekéni dlohy pouZijeme stabilizacni techniku upwmd [30]. V zavislosti na smeru numerického toku

funkef v;, resp. a;; + u;; pres jednotlivé nadstény sité definujeme koeficienty m; up " resp. Zlk B
vztahy
bapw | K pokud v; g, 1z > 0,
mlupe = 0Ky P KB = (3.30a)
’ m; K, jinak,
k
kupw _ ) Zj K, pokud a; j x, p + Uik, .0 = 0, 3.30b
i E =\ ok . (3.30b)
Zj K, jinak,
pro vSechny vnitini nadstény FE € S;il”t, pficemz E € & NEk,, addle
k,upw m?E(tk) pOkud E € g;w't,in (tk)’
My =9 ¥ ! i’ (3.300)
’ m; K, jinak,
D
k},'LLp'Ll) = ZJ7E(tk) pOkud aivijlvE + ui7j7K17E < 0’ 3 30d
i?jvE - k 11 ( : )
Zj,Kl _]lnak,

pro vSechny vnéjsi nadstény £ € EZ , pliCemZ E € Ey, . Predpokldddme, Ze hodnoty m Ea Z
reprezentujici pfedepsané stopy piislusnych veli¢in na vnéjsi nadsténé E jsou k dispozici, kdykoh _]SOll
dle vztahi (3.30) potfeba.

Abstraktni mnoZzinu & L) < & vystupujici v (3300) 1ze volit dle potieb konkrétni dlohy.
V nejjednodussim prlpade miizeme volit E’m ) = {E € S’m ] UZNE(tk) < 0} analogicky vztahu

e:ct in

(3.30d). V pripadé tlohy dvoufazového proudem je potieba provazat volbu mnoziny &,".”"" a Dirichletovy
podminky pro mobility m; = m;(S,,) pro obé fize a; a ay tak, aby saturace S, a Sa, odpovidajict

mobilitim m” “%w a mk "I’ byly konzistentni. Pokud napiiklad na nadsténd E € Ee‘rt E € &g
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pfedepisujeme tok nesmécivé faze vﬁE < 0 a tok smécivé faze ij\{ g = 0, pfi¢emZ vtlaceni typicky
probihd pfi dané saturaci S,, = S,", je potieba predepsat odpovidajici mobilitu me pro obé faze a také

ji pro obé faze pouzit k volbé me gp . Proto pro tlohu dvoufdzového proudéni s koeficienty uvedenymi

v sekci [2.1| volime Ewt Mty = Sewt’m( ty) = {E € & | vj\/E(tk) < 0 pro n&jaké j € {1,2}}.
Pro tlohu kompozwnﬂqo proudéni s koeficienty uvedenymi v sekci [2.2] volime £ m(tk) &, ety m(tk)
stejnym zptisobem jako pro dvoufézové proudéni a &’ L) = {E € & | vé\’/E(tk) <0}

3.4 Formulace diskrétni ulohy

Spojenim rovnic (3.26) a pro i = 1,...,n ziskdme soustavu n x #K;, linedrnich rovnic pro

k:—i—l . int
n X (#K5, + #E) neznamych i K i sJ = 1 , n.. Tuto soustavu uzavreme pridanim n x #&;,

rovnic reprezentujicich bilanéni podminky pro vnitfm nadsteny sit€¢ an X #5h rovnic reprezentujicich
okrajové podminky (3.28) a (3.29). Za predpokladu nulovych zdrojti na vnitfnich nadsté€néch sité odpovida
standardnimu zdkonu zachovani hmoty lokdlni bilance toku q; = m;v;, tedy rovnice

2 n
k k—i—l 1
Zmi,K[,E Z bijkEZLj K — Z b j.Kk,EFZ tw, kel =0 (3.31)
pro vSechna ¢ = 1,...,n a vSechny nadstény F € EZL"t, pricemz K, a K, jsou sousedni elementy

oddélené nadsténou E. Problém nastava, pokud je mobilita m, rovna nule, coZ miZe nastat napiiklad
pri modelovani vicefdzového proudéni, kdy se piislusna fize v daném misté nevyskytuje nebo zanikne.
Pokud je v rovnici mf K, = 0prof = 1,2, pak je vyslednd soustava linedrnich rovnic singuldrni.
Proto ke konstrukci diskrétni tlohy pouZijeme modifikovany postup inspirovany pracemi [17, |18} [25]]
a navrZeny v Clanku [[16] a mobilitu mf K,,E V rovnici ( nahradime spole¢nou hodnotou pro oba
k upw

k upw k,upw

elementy m;’y, tedy m; = mf K,,e pro £ = 1,2. To ndm umozZni mobilitu m; ip climinovat

Zrovnice 3.3 1 za predpokladu Ze mk gp * > 0. To nas vede k bilanci veli¢iny v; namisto toku g;, kterou

pouZijeme pro vSechny hodnoty mobility, tedy véetné mf’gp " = (. Vyslednd bilan¢ni rovnice je tedy
2 n
as 1
Z Z bij K, B2 + - Z b j kB FZ +w,gp| =0 (3.32)
=1 [j=1 Fe&y

pro vSechnai = 1,...,n a vSechny nadstény F € Eint oddélujici elementy K; a K5. Rovnici lze
ziskat dosazenim vztahu do (3.104)), v pfedchozich sekcich jsme se nezabyvali diskretizaci toku g;
s ohledem na vysledny tvar rovnice (3.32).

Spojenim rovnic (3.26), (3:27), bilance rychlosti na vnitfnich nadsténdch (3:32)) a okrajovych podmi-
nek (3.28) a (3.29) proi = 1, ..., n tedy ziskdme soustavu n x (#K;, + #&,) linedrnich rovnic pro stejny
pocet nezndmych Z; i el 2R k+1 j =1, ..., n, kterou miZeme symbolicky zapsat v blokovém tvaru

Q -R\ [z (@
@B E)-(5)

k—l—l k+1 k+1 k+11n k+1 k+1 k+1 k+11n
kde Zy =~ = [Zg ]KelCh’ Zy" = Zjk =1 Ze, = |ZF ]Fesh aZp = [Z;F |j=1. Tato
soustava je vSak pro feSeni zbytecné velkd — mﬁzeme totiz vyuZit jeji blokové struktury a ddle sniZit

pocet rovnic v dloze. Pokud bloky Q, R a G reprezentuji rovnici (3.26), potom Q je blokové diagonaln{
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s velikosti blokl 7 x n a vypoctem Z,’g:l - Q NG+ RZlg}jrl) miiZeme nezndmé Z,’aLl ze soustavy
eliminovat.
P k+1 oy s k1
Blok nezndmych Z; " mtZeme vyjadfit pomoci Z' = ve tvaru

Zi = Y Qi'RipZit + Qi Gy, (3.34)
Fe&y

kde Qj jsou bloky matice Q, R  jsou bloky matice R a G’ jsou bloky vektoru G, pficemz dle
rovnice (3.26)) mame

|K]| k,
Qi = g N = Mo et >, mia ke + Kl (3.352)
Ecéy Ec€y
Ricrli; = Z my 5 b ke (3.35b)
Ee&y
— ‘K|d k,upw
(Gkli = |Klofix + ZNJK = > mi g p
Fegy
k
_Z > Z38 (@i kB + Ui k,B)- (3.35¢)

Pokud oznac¢ime analogicky T, - bloky matice T, Sp, ;- bloky matice S a Hf; bloky vektoru H, pak
dle rovnic (3.10a)) a (3.27) pro bloky pfislusné vnitfnim nadst€énam F € Sflnt plati

Terli; = bijxpr VFEE&, (3.362)

Kek,
E.Fefy

[SE,K]i,j = bi7j7K7E VK € K:h NS €K7 (3.36b)
Hgl, => w;xp. (3.36¢)

KelCy,
EcEy

i ext

Pro vnéjsi nadstény E € &, misto bilanéni podminky (3.10a)) vystupuji v soustavé (3.33) diskretizované
okrajové podminky. V piipad€ Neumannovy podminky (3.29) maji bloky Ty  a Sg i stejny tvar

jako v pfipadé€ vnitinich nadstén a blok H g navic obsahuje predepsanou hodnotu toku vﬁg V pripadé
Dirichletovy podminky (3.28) je blok S ;- nulovy, na diagondle T'f; 5 je jednicka a na pravé strané

v bloku H ; pfedepsand hodnota Zz? B

Po eliminaci nezndmych Z ,]?hrl v soustavé (3.33) dojdeme k soustavé
AZg =b, (3.37)

kde A = T—SQ 'Rab = H + SQ 'G. Nezndmé v soustavé (3.37) nazyvame stupni volnosti
(DOFﬂ), pocet nezndmych je Ny, ; = n X #&),. Matice A je za uvedenych pfedpokladii fidkd a reguldrni.
Reseni Z; k+1 = A~ 'b spolu s explicitnim vztahem (3.34) umoziiuje ziskat vSechny hodnoty potiebné
pro prechod na ndsledujici ¢asovou hladinu ¢ = ¢, .

5Degrees of Freedom
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3.5 Algoritmus vypoctu

< P S |
Soustava (3.37) spolu s explicitnim vztahem (3.34) uddvaji, jak spocitat aproximaci feSeni Z,C:

< . . k . .y c . s IV
v Case ty.1 pomoci aproximace Zy, z pfedchozi asové hlgdmy t. Abychom z.lskal-l aproximaci feSeni
v Case t = T pomoci pocateéniho stavu v Case t, musime itera¢né urcit aproximaci ve vSech ¢asovych
hladinich ¢;, € 7. Podrobny algoritmus vypoc¢tu numerického feSen{ pak vypada takto:

Algoritmus 1

1.

A

Zvolime h > 0 a oblast Q C R? pokryjeme konformnf siti Kj,. Casovy interval diskretizujeme
pomoci mnoZiny 7.

Nacteme vstupni data charakterizujici dlohu, tj. data popisujici po¢ate¢ni a okrajové podminky a
koeficienty rovnice (2.1I) v diskrétni podobg.

Polozime k = 0,t = t; = 0.

Inicializujeme Zﬁ g proviechnaj =1,...,na K € K, dle po¢ite¢ni podminky (2.2).

Inicializujeme koeficienty vg &, konstantou 0 pro viechnat = 1,...,n, K € K a F € k.

Dokud t;, < T, opakujeme nasledujici kroky:

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.
6.7.

6.8.
6.9.

6.10.

Aktualizujeme koeficienty N; ; i, U; j k5> Mi K> Wi K, B> @i j.K,E» Tij,K» fi, i Pro viechna
,j=1,....,n, K € Ky, E € Eg.

Dle (3.30) aktualizujeme upwindované koeficienty m;";" a Z;"7 ', pro viechnai, j = 1,...,n,
Eeg,.

Aktualizujeme lokdlni matice b; ; i dan€ volbou bazickych funkci pro danou sif pro viechna
,j=1,....,naK € K,

Aktualizujeme lokdlni matice Ry  a vektory G'jc pomoci vztahi a pro
vSechnai,j =1,....,na K € K}, F € &.

Sestavime lokdlni matice Q j dle vztahu (3.35a) a vypocteme feSeni Q}l Rk p, Ql_(l Gy pro
viechna K € K, ' € E.

Sestavime matici A a vektor pravé strany b v soustavé (3.37).

Resime soustavu pro N, neznamych Zf’JErl, i=1,....,n,E €&,

Dle (3.34) vypocteme Zf}}l provsechnai =1,...,n, K € K},

Aktualizujeme koeficienty vzlf }1E dle vztahu (3.27) pro vSechna i = 1,...,n, K € K, a
E € &.

Pfejdeme na nésledujici Casovou hladinu, ¢}, | =t + At ak =k + 1.

7. V Case t;, = T ziskdme numerické feseni dané tlohy.
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Kapitola 4

Implementace numerického schématu

V této kapitole se budeme v€novat implementaci numerického schématu pro feSeni dlohy (2.1))
popsaného v predchozi kapitole. Resi¢ pro uvedenou tlohu je implementovin v jazyce C++ s vyuZitim
Sablonové knihovny TNL|| kterou vyvijime na Katedfe matematiky FJFI pod vedenim Ing. Tomase
Oberhubera, Ph.D. Hlavni vyhodou knihovny TNL je poskytnuti jednotného rozhrani pro implementaci
hybridnich algoritmid vyuzivajicich rtizné vypocetni architektury. Ve vysledném programu tak napf. lze
v zdvislosti na zvoleném parametru spustit vypocet bud na CPU nebo na GPU, coZ je velmi uZite¢né
pro porovndni efektivity riznych algoritmi pro stejnou dlohu. Pro vybér algoritmt jsou vyuzity Sablony
jazyka C++, ¢imZ odpadd dodatecnd reZie za béhu programu. Z knihovny TNL kromé tohoto rozhran{
dale vyuzivdme zejména numerické sité, formdty pro reprezentaci fidkych matic a itera¢ni algoritmy pro
feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic. Mezi autorovy piispévky do knihovny TNL patii kromé&
implementace novych algoritmi a datovych struktur popsanych v této kapitole také zejména optimalizace
jiZ existujicich vnitfnich struktur pro architekturu GPU (napt. shared pointers) a podrobné testovani.

Paralelni feSi¢ je implementovan pro architektury vicejadrovych CPU s vyuZitim OpenMP [10] a
pro architektury modernich GPU s vyuZitim platformy CUDA [37]. Standard OpenMP zavadi sadu
direktiv kompildtoru pro spradvu vldken, coZ usnadiluje programovini systémid se sdilenou paméti.
Podobné i v platform& CUDA jsou mapovani vldken na vypocetni jednotky a sprava paméti abstrahovany
pomoci rozsifeni jazyka C++. Ackoli je z programétorského hlediska programovani pro tyto architektury
intuitivni a relativné jednoduché, vytvofit efektivni kéd je v obou pripadech podstatné slozitéjsi, jelikoz
optimalizace zpravidla vyZaduji podrobné znalosti dané hardwarové architektury.

Vyvoj optimélniho kédu je komplikovany zejména z hlediska efektivniho vyuZiti hierarchie paméti
a dobrého rozprostieni feSené ulohy mezi vypocetni jednotky. Moderni vicejddrovd CPU mohou mit
nejvySe desitky nezdvislych vypocetnich jednotek pracujicich na relativné vysoké frekvenci. Pro zajistén{
efektivni komunikace s pomalou operacni paméti jsou CPU vybavena relativné velkym mnoZstvim rychlé
vyrovndvaci paméti (fddoveé desitky MiB). Naopak GPU maji typicky tisice vypocetnich jednotek, které
jsou oproti modernim sofistikovanym CPU podstatné primitivnéjsi a pracuji na nizsi frekvenci, ale jako
celek poskytuji mnohonasobné vyssi vypocetni vykon. GPU jsou ddle vybaveny samostatnou globdlni
paméti, kterd je aZ fadoveé rychlejsi oproti béZnym moduliim operacni paméti typu DDR4. Vypocetni
jednotky GPU jsou rozdéleny do nékolika nezavislych bloku, tzv. multiprocesori. Kazdy multiprocesor
je dale vybaven velmi rychlou sdilenou paméti, kterou lze vyuZzit ke komunikaci mezi vldkny v radmci
bloku nebo jako ru¢né spravovanou cache.

V jednotlivych sekcich této kapitoly nejprve ukaZeme diileZitost rozloZeni dat v paméti a predstavime
flexibiln{ feSeni tohoto problému v hybridnim kédu ur¢eném pro rGzné vypocetni architektury. Poté
popiSeme paralelizaci algoritmu pro vypocet numerického feSeni popsaného v sekci a techniky
pro zvyseni efektivity iteracni metody GMRES|’| pro feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic.
V posledni sekci se budeme vénovat implementaci nestrukturovanych siti v rdmci knihovny TNL.

1Templatf: Numerical Library
’Generalized Minimal Residual method
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4.1 RozloZeni dat v paméti

Koeficienty N; ; i, b; j k. k,r» B j Kk, F apod. vystupujici v algoritmumreprezentujeme v paméti jako
prvky vicerozmérného pole odpovidajici dimenze. JelikoZ jazyk C++ nema piimou podporu pro viceroz-
mérnd pole, budeme muset navrhnout vlastni datovou strukturu a rué¢né provést mapovéani na jednoroz-
mérné pole. Uvazme k-rozmérné pole A o velikosti dané multiindexem A = (A,...,A;) € N * ajedno-
rozmérné pole B o velikosti B = Hle A;. Potom prvku pole A s multiindexem o = (o, ..., qy) € NIS,
o < A mizeme jednoznaéné prifadit prvek pole B s indexem 8 = ), pomoci rekurentniho vztahu

B1 = a1y, (4.1a)
ﬁ] = Bj*lAﬂ'(jfl) + Qr(5) proj=2,..., k, (4.1b)
kde 7 je néjakd permutace mnoziny {1, ..., k}. Pfi tomto ¢islovani jsou prvky pole A ¢islovany postupné

pocinaje 7 (k)-tou slozkou a konée 7r(1)-ni slozkou indexu c.

Otazkou zistavd, jaké zvolit pofadi indexti pro koeficienty numerického schématu. V soucasnych
vypocetnich architekturdch zabira pfistup k datliim v paméti vyznamnou ¢4st vypocetniho Casu, proto je
potfeba optimalizovat datové struktury a algoritmy tak, aby bylo moZné dosdhnout optimdlniho vyuZiti
paméfového subsystému a vypocetnich jednotek. Situaci komplikuje fakt, Ze rtizné vypocetni architektury
maji rizné pozadavky na optimalni rozloZeni dat v paméti. To ilustrujeme na prikladu dvourozmérného
pole (viz obr. {i.1I). Pfedpoklddejme, Ze pocet sloupci je maly oproti poétu fadkd a pro zpracovani
elementdrni dlohy je potfeba precist data z celého fadku.

* Pro optimdlni vyuziti CPU je tfeba, aby pfistup k datim byl sekvencni a aby kazdé vldkno
zpracovavalo dostate¢né velky blok dat. Pocet sloupcti je maly, tedy kazdé vldkno bude zpracovavat

nekolik po sobé jdoucich fadki jako na obr. KaZzdy fadek tedy predstavuje elementarni tlohu
pro néjaké vlakno, optimélni ¢islovéni je tedy po fadcich.

* Pro optimdlni vyuZiti GPU je tfeba spustit velky pocet vldken, kterd na sobé nejsou zcela nezdvisla.
Vlédkna jsou organizovana do malych skupin nazyvanych warpy a pro optimdlni vyuziti vypocetnich
jednotek musi vSechna vldkna ve stejném warpu vZdy zpracovdvat stejnou instrukei, jinak dojde
k serializaci vypoctu a potencidlné mnohonasobnému zpomaleni. Aby bylo mozné rychle obslouzit
poZadavky na piistup do paméti pro celou skupinu vldken, je nutné zajistit, aby sousedni vldkna
pristupovala vZdy do sousednich mist v paméti. V takovém piipadé mize planovaC vyuZzit tzv.

~

TVIYIYY[Y[Y[Y[Y]Y]

warp 0 <

I Aed Ao A A

\
vlakno 1 —
- warp | Al O
(a) CPU (b) GPU

Obrézek 4.1: Typické zpracovani dvourozmérného pole na CPU a GPU.
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sloucenych pristupii (anglicky coalesced accesses) a pouZit mensi pocet instrukci, nez kdyz kazdé
vldkno pfistupuje jinam.
V naSem pfikladu na obr. pro jednoduchost pfedpokladdme rozdéleni vldken do warpt po 8

vldknech. Kazdé vldkno zpracovava jeden fadek stejné jako v piipadé CPU, ale skupina vldken
pristupuje vZdy do stejného sloupce pole, tedy optimdlni ¢islovani je po sloupcich.

Vidime, Ze v zdvislosti na vypocetni architektufe je potfeba provést optimalizaci pfistupu k prvkim
vicerozmérného pole spoéivajici v permutaci indexd ve vztahu (@.Ta). Jednim z moznych feSent je vytvorit
specializace postizeného kédu podle vypocetni architektury a vzdy rucné uvést poradi indexi. To vSak
vede ke znacné duplikaci kédu, proto navrhneme obecnou datovou strukturu NDArray, kterd umozni
konfigurovat permutace indext staticky pomoci $ablonovych parametrd. Nejprve vysvétlime rozhrani
datové struktury na pikladu pole R_ijKe pro uloZeni koeficientdl R; ; x p pro vSechnai,j = 1,...,n,
K € K, a E € &, ptiCemZ nadstény F € & indexujeme pomocie € {1,..., #Ek}. E|Vytvofen1’ pole
pak provedeme nésledovné:

NDArray< RealType,
SizesHolder< IndexType, n,
std::index_sequence< 0, 2,
std::index_sequence< 0, 1
DeviceType >

R_ijKe;
R_ijKe.setSizes( 0, 0, N_K, 0 );
V/AEPY

R_ijKe( i, j, K, e ) = someValue;

n, 0, N.e >, // 4, j, K, e
1, 3>, // i, K, j, e (CPU)
3, 2>, // 14, j, e, K (GPU)

> >

Sablona NDArray ma ndsledujici parametry:

* RealType urcuje typ prvki pole, napf. float nebo double.

* SizesHolder< IndexType, n, n, 0, N_e >urCuje rozméry pole. Rozméry jsou typu IndexType
a mohou byt bud statické (znamé jiz v dob¢ piekladu) nebo dynamické (zndmé az po spusténi
programu). JelikoZ dynamické proménné nelze pouZit jako Sablonovy parametr, pouZijeme 0O pro
identifikaci dynamickych sloZek a velikost zaddme pozdé€ji pomoci metody setSize. V nasem
pripadé vytvdiime pole o velikosti n X n X N x N, kde n je konstanta predstavujici pocet
rovnic v soustavé (2.1, N, je konstanta piedstavujici velikost mnoziny i pro dany typ sit€ a Ny
je velikost mnoziny Cj,, kterou uré¢ime pro danou sit az za béhu programu. Statické rozméry pole

umozni kompilatoru provést optimalizace pro vypocet vyrazu (4.1a)).

* std::index_sequence< 0, 2, 1, 3 >urcuje poradiindext pro vypocet na CPU, v nasem piipadé

1, K,j,e.
* std::index_sequence< 0, 1, 3, 2 >urcuje pofadiindexl pro vypocet na GPU, v nasem piipadé
1,7,e, K.

* DeviceType urcuje typ vypocetni architektury, tedy bud CPU nebo GPU. V §abloné NDArray se pak
pouzije bud prvni nebo druhd permutace indext.

Permutace indext pro pristup k prvku ve volani R_ijKe( i, j, K, e ) odpovidd permutaci pro zadani
velikosti v parametru SizesHolder a metodé setSizes. Tato permutace je nezdvisld na permutacich

urcujicich umisténi prvkt v paméti pro jednotlivé vypocetni architektury. V tom spociva flexibilita tohoto
navrhu, nebot pro zménu rozlozZeni dat v paméti sta¢i zménit permutace indexd na pouhych dvou fadcich.

v jazyce C++ Cislujeme vZdy od 0, tuto transformaci necht si étenéf domysli.
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4.1.1 Reprezentace velikosti vicerozmérného pole

Nejprve popiSeme reprezentaci velikosti vicerozmérného pole pomoci Sablony SizesHolder. Mdme
ndsledujici pozadavky:

* moznost uvést libovolny pocet indexi

* statické rozméry reprezentovat pomoci Sablonovych parametrti, dynamické proménné pouze pro
dynamické rozméry

Vzhledem k prvnimu poZadavku budeme potfebovat Sablony s proménnym poctem parametrii a trik
s rekurzivnim dédénim popsanym niZe. Nejprve ale zadefinujeme pomocny typ DimT pro reprezentaci
statickych velikosti a hloubky rekurze a pomocnou $ablonu IndexTag pro generovani typl parametrizo-
vanych pfirozenymi Cisly:

using DimT = std::size_t;

template< DimT v >
struct IndexTag

{

static constexpr DimT value = v;

13

NaSe implementace Sablony SizesHolder vypad4 takto:

template< typename Index,
DimT... sizes >
class SizesHolder
: public SizesHolderLayer< Index, sizes... >
{
using BaseType = SizesHolderLayer< Index, sizes... >;
public:
using IndexType = Index;
static constexpr DimT numberOfLevels = sizeof...( sizes );
template< DimT level >
__cuda_callable__
Index getSize() const {
return BaseType::getSize( IndexTag< numberOfLevels - level - 1 >() );
}
template< DimT level >
void setSize( Index size ) {
BaseType: :setSize( IndexTag< numberOfLevels - level - 1 >(), size );
}
template< typename... Sizes >
void setSizes( Sizes&&... newSizes ) {
setSizes< SizesHolder, 0 >( *this, std::forward< Sizes >( newSizes )... );
}
s

KaZd4 instance Sablony SizesHolder dédi od zatim neimplementované Sablony SizesHolderLayer se
stejnymi parametry. Rozhrani této Sablony obsahuje metody getSize a setSize, které vytvori tag pro
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danou troven pomoci které kompilator identifikuje spravnou pretiZenou metodu typu BaseType a pfedaji
své argumenty této metod¢. Metoda setSizes vold pomocnou funkci setSizes, kterd rekurzivné vola
metodu setSize se spravnou Urovni pro kaZdou proménnou v posloupnosti newSizes.

Pri implementaci Sablony SizesHolderLayer vyuZijeme trik s rekurzivnim dédénim: instance této
Sablony s k£ + 1 parametry dédi od instance té stejné Sablony s k parametry a implementacni Sablony
SizeHolder pro zbyvajici parametr.

template< typename Index,
DimT currentSize,
DimT... otherSizes >
class SizesHolderLayer
: public SizesHolderLayer< Index, otherSizes... >,
public SizeHolder< Index,
IndexTag< sizeof...( otherSizes ) >, // LevelTag
currentSize >

{
using BaseType = SizesHolderLayer< Index, otherSizes... >;
using Layer = SizeHolder< Index,
IndexTag< sizeof...( otherSizes ) >, // LevelTag
currentSize >;
protected:
using BaseType: :getSize;
using BaseType::setSize;
using Layer::getSize;
using Layer: :setSize;
};

Zde opét vytvafime tag pro identifikaci drovn€ parametru currentSize a pomoci direktivy using
zptistupnime deklarace pfetiZenych metod. Hodnota tagu odpovidd poctu zbyvajicich rozmérti, abychom
nemuseli ptivodni pocet rozmérd udavat jako dalsi parametr. Proto jsme v Sabloné SizesHolder pouZili
¢islovéni drovni pozpatku.

Pro zastaveni rekurze dédéni musime implementovat samostatnou specializaci:

template< typename Index,
DimT currentSize >
class SizesHolderLayer< Index, currentSize >
: public SizeHolder< Index,
IndexTag< 0 >, // LevelTag
currentSize >

{
using Layer = SizeHolder< Index,
IndexTag< 0 >, // LevelTag
currentSize >;
protected:
using Layer::getSize;
using Layer: :setSize;
};

Nyni se dostdvdme k implementaci §ablony SizeHolder, kde adresujeme druhy pozadavek tykajici se
statickych a dynamickych rozmérti pole. V obecné verzi Sablony uréené pro size > 0 implementujeme
chovéni pro statické rozméry, tedy prdzdnou metodu setSize a constexpr metodu getSize vracejici
hodnotu Sablonového parametru size:
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template< typename Index,
typename LevelTag,
DimT size >
class SizeHolder
{
public:
__cuda_callable__
constexpr Index getSize( LevelTag ) const {
return size;
}
void setSize( LevelTag, Index newSize ) {
TNL_ASSERT( newSize == 0, );
}
s
V &astecné specializaci pro size == 0 implementujeme privitni dynamicky atribut size a pfistupové

metody getSize a setSize:

template< typename Index,
typename LevelTag >
class SizeHolder< Index, LevelTag, O >
{
Index size = 0;
public:
__cuda_callable__
Index getSize( LevelTag ) const {
return size;
}
void setSize( LevelTag, Index size ) {
TNL_ASSERT( size >= 0, );
this->size = size;
}
};

4.1.2 Mapovani multiindexu

Pro mapovéni na jednorozmérné pole implementujeme pomocnou funkci getStorageIndex, kterd
pro zadanou permutaci 7, velikost pole A € N* a multiindex o € Nf, vypocte vyraz @ Ta).

template< typename Permutation, typename SizesHolder, typename... Indices >
__cuda_callable__
typename SizesHolder: :IndexType
getStorageIndex( const SizesHolder&% sizes, Indices&&... indices )
{
return Indexer< SizesHolder, Permutation >::getIndex( sizes,
std: :forward< Indices >( indices )... );
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Vlastni implementace bude ve struktuie Indexer, protoZe Sablony struktur a t¥id 1ze na rozdil od Sablon
funkci ¢astecné specializovat. V obecné implementaci Sablony Indexer pouze uré¢ime vychozi hodnotu
parametru level urcujiciho hloubku rekurze:

template< typename SizesHolder,

typename Permutation,

DimT level = SizesHolder::numberOfLevels - 1 >
struct Indexer

{3;

Diéle implementujeme specializaci uréenou pro level > 0, kde provedeme rekurzivni vypocet:

template< typename SizesHolder,
DimT level,
DimT... perm >
struct Indexer< SizesHolder, std::index_sequence< perm... >, level >
{
using Permutation = std::index_sequence< perm... >;
using Index = typename SizesHolder::IndexType;
template< typename... Indices >
__cuda_callable__
static Index getIndex( const SizesHolder& sizes,
Indices&&... indices )
{
static constexpr DimT idx = get< level >( perm... );
return get< idx >( std::forward< Indices >( indices )... ) +
sizes.template getSize< idx >() *
Indexer< SizesHolder, Permutation, level - 1 >::getIndex( sizes,
— std::forward< Indices >( indices )... );
}
};

A na zavér specializaci pro level == 0, kterd pouze vraci hodnotu posledniho indexu:

template< typename SizesHolder,
DimT... perm >
struct Indexer< SizesHolder, std::index_sequence< perm... >, 0 >
{
using Permutation = std::index_sequence< perm... >;
using Index = typename SizesHolder::IndexType;

template< typename... Indices >
__cuda_callable__
static Index getIndex( const SizesHolder& sizes,
Indices&&... indices )
{
static constexpr DimT idx = get< 0 >( perm... );
return get< idx >( std::forward< Indices >( indices )... );

>3

z Mz

Parametr level je o 1 mensi neZ pocet zatim nezpracovanych indexti, coZ odpovida cislovani drovni
v Sabloné SizesHolder. Navic je implementacné jednodussi pouZit pro rekurzi klesajici posloupnost
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koncici konstantou 0, protoZe hodnoty Sablonovych parametrti vystupujicich v ¢astecné specializaci nesmi
zdviset na typech nespecializovanych parametri.

Diky specializaci Sablony Indexer pro std: :index_sequence< perm... > reprezentujici permutaci
indext a Sablonové metody s proménnym poctem parametrdl indices mame dvé nezdvislé posloupnosti,
z nichZz miZeme extrahovat argument s libovolnym indexem pomoci obecné Sablonové funkce get.
Nejprve implementujeme specializaci funkce get pro index ==

template< DimT index, typename T, typename... Ts >
constexpr typename std::enable_if< index == 0, T >::type&&
get( T&& arg, Ts&&... args )

{

return std::forward< T >( arg );

Zde ndvratovy typ funkce z4visi na lokdlnim typu v Sablon€ std: :enable_if, ktery je dostupny pouze za
predpokladu splnéni podminky index == 0. Toto pouZiti principu SFINAE/['|[46] umoZiluje kontrolovat,
ktera pretizena funkce se ma pouZit.

Obecné specializace funkce get pro index > 0 vraci argument s indexem index - 1 z posloupnosti
argumentt args:

template< DimT index, typename T, typename... Ts >
constexpr typename std::enable_if< (index > 0) && index <= sizeof...( Ts ),
typename std::tuple_element< index, std::tuple< T, Ts... > >::type >::type&&
get( T&& arg, Ts&&... args )
{
using ReturnType = typename std::tuple_element< index, std::tuple< T, Ts... > >::type;
return std::forward< ReturnType >( get< index-1 >( std::forward< Ts >( args )... ) );

Zde jsme pouZili utilitu std: : tuple_element pro urceni navratového typu, pfi pouziti jazyka C++14 by
vSak bylo mozZné spoléhat na automatickou dedukci typu na zdklad€ prikazu return.

Na zavér je vhodné implementovat doplitkovou specializaci se static_assert, ktery vzdy selze,
abychom dostali ¢itelnéjsi chybova hldSeni pti zad4ni Spatného indexu:

template< long long index, typename T, typename... Ts >

constexpr typename std::enable_if< (index < 0) || (index > sizeof...( Ts )), T >::type
get( T&& arg, Ts&&... args )

{

static_assert( index >= 0 &% index <= sizeof...( Ts ),
"invalid index passed to the get function" );
return arg;

4.1.3 Vicerozmérné pole

Nyni jiZ miZeme prikroCit k implementaci Sablony NDArray reprezentujici vicerozmérné pole.
Sablona splifujici ndvrh predstaveny v Gvodu sekce 41| vypadé ndsledovné:

4 . . .
Substitution failure is not an error
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template< typename Real,
typename SizesHolder,
typename PermutationCPU = std::make_index_sequence< SizesHolder::numberOfLevels >,
typename PermutationGPU = std::make_index_sequence< SizesHolder: :numberOfLevels >,
typename Device = TNL::Devices: :Host,
typename Index = typename SizesHolder::IndexType >
class NDArray
{
public:
using StorageArray = TNL::Containers::Array< Real, Device, Index >;
using Permutation = typename std::conditional<
std: :is_same< Device, TNL: :Devices::Host >::value,
PermutationCPU, PermutationGPU >::type;
static constexpr DimT numberOfLevels = SizesHolder::numberOfLevels;
static_assert( Permutation::size() == numberOfLevels, "wrong permutation" );
template< typename... Sizes >
bool setSizes( Sizes&&... sizes ) {
static_assert( sizeof...( sizes ) == numberOfLevels, "wrong number of sizes" );
this->sizes.setSizes( std::forward< Sizes >( sizes )... );
return array.setSize( StorageSizeGetter< SizesHolder >::get( this->sizes ) );
}
template< typename... Indices >
__cuda_callable__
Real&
operator () ( Indices&&... indices ) {
static_assert( sizeof...( indices ) == numberOfLevels, "wrong number of indices" );
return array[ getStorageIndex< Permutation >( sizes,
std: :forward< Indices >( indices )... ) 1;
}
protected:
SizesHolder sizes;
StorageArray array;
};

Pomoci Sablony std: :make_index_sequence vytvafime identickou permutaci, kterd slouZi jako vychozi
typ pro permutace na CPU i GPU. Vychozi typ pro parametr Device je TNL: :Devices: :Host reprezen-
tujici vypocet na CPU.

Jako dlozisté slouZi jednorozmérné pole typu TNL: : Containers: :Array< Real, Device, Index >,
jehoZ implementaci Ize nalézt v knihovné TNL. Déle s pomoci Sablony std::conditional vybereme
permutaci indexi, kterou budeme déle pouZivat. Nasleduje implementace metod setSizes a operator ()
vcetné kontrol délek posloupnosti pomoci Sablon, které jsme popsali v pfedchozich sekcich. Zbyva doplnit
pomocné Sablony setSizes a StorageSizeGetter, jejich implementaci si ale jist€ ¢tendf domysli sdm.
Pro praktické vyuziti by ddle bylo moZné doplnit dal$i metody, napt. pro pfimy piistup k jednorozmérnému
poli nebo nastaveni vSech prvki pole na zadanou hodnotu.

4.1.4 Vliv permutace indexu na efektivitu vypoctu

Vliv permutace indexd vicerozmérnych poli na efektivitu vypoctu demonstrujeme pomoci vypoctu
pfiblizného feSeni dlohy (2.I) na ekvidistantni obdélnikové siti o rozmérech 400 x 100 elementd.
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Nejprve provedeme vypocet na CPU s optimalnimi permutacemi indexti pro vSechna pole, poté na
GPU s permutacemi indexd optimédlnimi pro CPU a nakonec vypocet na GPU s permutacemi indextl
optimilnimi pro GPU. Vypocet na CPU probihd sériové na jednom vldknu, paralelizace numerického
schématu pro GPU je popsdna v sekci V tab. jsou uvedeny vysledky pro jednotlivé kroky
algoritmu[TJovlivnéné permutaci indexd. Zejména feSeni globélni soustavy (krok[6.7) neni zahrnuto, nebot
na néj nemd permutace indexl vicerozmérnych poli pro koeficienty zZadny vliv. Z vysledki je patrné,
Ze Spatnym rozloZzenim dat v paméti doslo k 2x az 6x zpomaleni v zavislosti na rozmérech pole a typu
algoritmu. Celkové je rozdil mezi pouZitim optimdlnich permutaci a neoptimalnich permutaci pfiblizné
4x pri zanedbani doby potfebné pro feseni globalni soustavy.

Krok Symbolicky popis vypoctu CPU GPU (P1) GPU (P2) PSp
CTls] CT[s] GSp  CTI[s] GSp
N,u,m D, w,a,r, f 13,61 0,90 15,11 0,55 24,57 1,63
myp, Z 10,35 125 826 036 28,69 3,47
bk 0,65 0,29 2,29 0,10 6,44 2,81
Ry p G 5,39 2,76 1,95 0,48 11,24 5,77
Qx Ry . Qx' G 6,83 1,69 4,05 047 14,48 3,58
A 24,97 8,46 2,95 1,71 14,60 4,94
ZH 243 1,09 223 032 7,69 3,44
ke 4,48 0,86 5,19 0,30 15,14 2,91
Uvedené kroky celkem 68,70 17,30 3,97 4,29 16,02 4,03

Tabulka 4.1: Vliv permutace indexii vicerozmérného pole na efektivitu vypoctu na GPU. Porovnavame
vypocet na CPU s optimédlnimi permutacemi, vypocet na GPU s permutacemi pro CPU (P1) a vypocet na
GPU s optimdlnimi permutacemi (P2). V jednotlivych sloupcich je uveden vypocetni ¢as (CT'), urychleni
vypoctu na GPU oproti CPU (GSp) a urychleni permutaci P2 oproti P1 (P.Sp).

4.2 Paralelizace numerického schématu na GPU

Pti paralelizaci algoritmu pro vypocet feSeni dané tlohy je nejprve nutné rozdélit Glohu na co nejvetsi
pocet malych, na sobé nezdvislych krokt, které 1ze zpracovat soucasné. Kroky algoritmu popsaného
v sekci [3.5] jsou na sob& zdvislé a je tedy nutné je provést v uvedeném poradi, u vétSiny ale miZeme
vyuZit nezdvislosti skrytych elementdrnich krokd.

Prvni tfi kroky predstavuji inicializaci, kterou provedeme sériovym zpracovianim v konstantnim cCase.
Inicializace jednotlivych koeficientii v krocich [ a [5] jsou jiz nezdvislé pro riizné hodnoty uvedenych
indexti ¢, j, K, E. Hlavnim problémem je paralelizace asové smycky v kroku[6] Kroky[6.1]az[6.10]je nutné
provadét v uvedeném poradi, pfechody na nasledujici krok tedy predstavuji hlavni synchroniza¢ni bariéry.
V krocich a[6.9]probihaji vypocty dle explicitnich vztahi, které jsou navzdjem nezavislé
pro rizné hodnoty uvedenych indexi ¢, j, K, E, a proto je snadné tyto kroky paralelizovat. Paralelizace
zbyvajicich krokt a[6.7) je komplikovanéjsi, popiseme je tedy podrobnéji v nasledujicich
sekcich.
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4.2.1 Lokalni inverze

Pro vypocet prvki lokdlnich matic b; ; ;- v zdvislosti na typu elementu K € Kj, bud mdme k dispozici
pfimo explicitni vztah, nebo je nutné nejprve sestavit matici B, ; ;- a algoritmicky provést jeji inverzi.
V prvnim piipadé je paralelizace snadnd stejné jako v pfedeslych krocich algoritmu, ve druhém piipadé
provadime inverzi podobné jako v piipadé inverze matic Q.

Krok sestavd z vypoctu prvki lokdlnich matic Qg a nédsledného vypoctu inverzi Q;(l Rygpa
Qf_(l G i pro vSechny elementy K € K, a nadstény F' € Ej. Prvky vSech matic Q, miZeme vypocitat
navzdjem nezdvisle, ale pro vypocet inverzi musime pracovat s matici Qj jako celkem. Tyto dvé faze
mizeme oddélit globdlni synchroniza¢ni bariérou, nejprve masivné paralelné urcit prvky matic Qx a
po synchronizaci vlakna piislusnd stejnému elementu sloucit a vypocitat inverze Ql}l Ry rpa Q;(l Gp.
V praxi je vSak vyhodné&jsi vyuZit toho, Ze matice Qg jsou obvykle malé (n X n) a navic je nebudeme
déle potfebovat, coZ ndm umozni vyhnout se pomalému zdpisu matic do globalni paméti. Proto hned od
zacitku vytvorime pouze jedno vldkno na kazdy element a v kaZzdém vldkné sériové sestavime lokdlni
matici Qg uloZenou ve sdilené paméti a vypocteme inverze. Vypocet inverzi Q;RK’ F QI}lG K je
ekvivalentni feSeni soustavy s matici Qy a né€kolika pravymi stranami, coZ provedeme pomoci LU
rozkladu matice Q.

4.2.2 Sestaveni globalni matice

Matice soustavy je tidkd a jeji rozméry jsou typicky velké, proto je pro jeji reprezentaci potieba
pouZzit specidlni format. V této praci pouZijeme format sliced-ellpack [34, [38|], jehoZ implementace
optimalizovand pro GPU je dostupnd v knihovné TNL.

Tradi¢nim pfistupem pro sestaveni matice pochdzejici z diskretizace parcidlni diferencidlni rovnice
v sekvenénich algoritmech je prochédzet sif po elementech KX € K, na kazdém elementu napoditat
vSechny lokdlni ¢leny a pficist je k pfisluSnym prvkim matice. Paralelizace tohoto pfistupu vS§ak vyZaduje
provést obarveni sité [3]], aby bylo mozné vyhnout se konfliktim mezi riznymi elementy sité, které
pfispivaji ke stejnym prvkim matice. Obarvenim sit€¢ se mnoZina elementi /), rozpadne na nékolik
komponent, které 1ze zpracovat paralelné, ale rizné komponenty se musi zpracovat sekvencné, coZ mize
vést k nizké efektivité paralelizace pro stfedné velké dlohy.

Diky pouziti metody MHFEM vsak kazdy fddek matice A v soustavé odpovidé néjaké nadsténé
E € &, anenulové prvky pochdzeji z nadstén F' € &, U &k, kde K a K, jsou sousedni elementy
oddélené nadsténou F. Diky tomu miZeme sif prochdzet po nadsténach a vyhnout se konfliktdm i bez
obarveni sité. To je jedna z hlavnich vyhod numerického schématu, kterd zajisfuje dobrou efektivitu
vypoctu na GPU. Navic pocet nenulovych prvkil pro kazdy fddek je pevné dany a zdvisi pouze na
geometrii elementt sité, coZ je vyhodné pro efektivni zpracovani matice na GPU, protoZe do matice
nenfi tfeba vkladat nuly kvili zarovndni a pfi ndsobeni matice a vektoru nedochdzi k divergenci vldken.
Pro sité sestavajici z jediného typu elementd, tedy s konstantnim poctem nadstén elementu #&, je pocet
nenulovych prvkt n(2#Ex — 1), n#Ek, resp. 1 pro fadky matice A odpovidajici vnitinim nadsténam,
nadsténdm s Neumannovou podminkou, resp. nadsténdm s Dirichletovou podminkou.

4.3 ReSeni soustav linearnich algebraickych rovnic s ridkou matici

Reseni soustav linedrnich algebraickych rovnic s fidkou matici A € RMY v kroku predstavuje
vypocetné nejndrocnéjsi ¢dst algoritmu [I] coZ bylo ukdzéno jiz v pfedchozich pracech autora [28] 29].
Podil jednotlivych kroki na celkovém vypocetnim Case zdvisi na konkrétni dloze, velikosti sité a volbé
¢asového kroku, v dlohdch popsanych v kapitole [5| zabird krok [6.7] pfiblizné 99% celkové doby vypodtu.
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Resenf soustav linearnich algebraickych rovnic je také implementacné nejsloZit&jsi ¢4st algoritmu
Piimé metody Ize obecné velmi téZko paralelizovat a dobré Sskdlovani na velky pocet vypocetnich jednotek
Ize zajistit jen pro velmi velké dlohy. Pro fidké matice s komplikovanou strukturou navic pfi faktorizaci
vznika zaplnéni, které znacné€ zvySuje paméfové naroky. Pfimé metody pro feSeni soustav linearnich
algebraickych rovnic s obecnou fidkou matici jsou implementovdny napf. v balicich UMFPACK [12],
SuperLU [31]], PARDISO [40, 41]] a PaStiX [24]], které vSak nevyuZivaji akcelerdtory GPU vibec, nebo
jen velmi omezené. Z vyse uvedenych divodd spoléhdme v knihovné TNL na iteracni metody, které maji
konstantni paméfové naroky a jejich implementace i paralelizace je jednodussi. V této préci se budeme
zabyvat metodou GMRES [42] 43]], coZ je jedna z nejpouZivanéjSich iteracnich metod pro feSeni soustav
s obecnou matici. V nésledujici sekci ukdZeme, jak metodu GMRES efektivng paralelizovat pro GPU.

4.3.1 Metoda CWYGMRES

Metoda GMRES je zaloZena na Arnoldiho algoritmu pro konstrukci ortonorméalni baze Krylovova
podprostoru K, = span{v;, Avy,..., As_lz_;l}, jehoZ standardni podobu piebirdme z [42, str. 148]:

Algoritmus 2

1. Zvol o, € RY tak, 7e |5, || = 1.
2. Proi=1,...,s:

2.1. w; = Av;

2.2. Prok=1,...,:

2.2.1. hy; = W, U,

2.2.2. w; = w; — hy, v

2.3. hiy1; = ||w;||. Pokud A,y ; = 0, skon¢i.
2.4. Viyy = 7w

i+1,4

Algoritmus [2| vyuzivad v kroku modifikovany Gramdv—Schmidtiv ortogonalizacni proces, coz
je ze své podstaty Cisté sekvenéni algoritmus, jelikoz potadi provddénych krokd zajisfuje numerickou
stabilitu. V praxi ani pfesnost algoritmu [2] nemusi byt dostate¢nd a je potieba provést reortogonalizaci
opakovéanim kroku [2.2] dvakrit [22]. Algoritmus [2] vSak Ize paralelizovat implicitné pouZitim paralelnich
algoritmi pro vypocet zdkladnich operaci linedrni algebry, jako napf. soucet vektort nebo skaldrni soucin.

Alternativnim feSenim je pouZiti jiného ortogonalizaniho procesu, ktery by mohl byt vhodnéjsi
pro paralelizaci. Nahrazeni modifikovaného Gramova—Schmidtova procesu v algoritmu |2 ortogonalizac{
pomoci Householderovych transformaci bylo poprvé navrzeno v ¢lanku [47]. Touto modifikaci ziskame
algoritmus [3| ktery opét pfebirdme z [42] str. 149]:

Algoritmus 3

1. Zvol nenulovy vektor z; € RY.
2. Proi=1,...,5+1:
2.1. Urci Householdertiv vektor y; € RrRY takovy, Ze
(v:); :2Opr0j =1,...,i—1a(P;z); =0proj=i+1,...,N,kde P, = I - f;y,y,],

[yl
+1
2.2. h’i*l = [(Pzzl).]]jzl
2.4. Pokud 1 § S, VypOétl Zi+1 = P’L e PlA,ﬁ’L
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Z hlediska paralelizace jsme si zatim nijak nepomohli, jelikoZ Householderovy transformace v krocich
2.3a[2.4|algoritmu[3]je tfeba aplikovat sekven¢né. MiZeme vSak vyuzit kompaktni WY reprezentaci [44]]
souc¢inu Householderovych matic, kterd byla v neddvné dobé aplikovdna v paralelnich algoritmech pro
moderni hardware [27, |50]. Podobnd technika byla navrZena také v [47].

Pro modifikaci algoritmupomoci kompaktni WY reprezentace oznaCme Y; = [yy,...,¥;] € RN’i,
T, =t € R"" a rekurzivng definujme hornf trojihelnikovou matici T; € R"”,
_(Tisn 6T Yy,
T, - < : : | 42)

Souc¢iny Householderovych matic P; ... P; a P, ... Py Ize vyjadfit pomoci matic Y; a T, nésledujicim
zpisobem:

P,..P,=1-Y,T,Y,, (4.3a)
P,..P,=1-Y,T]Y]. (4.3b)
Tim dostdvdme ndsledujici algoritmus:
Algoritmus 4

1. Zvol nenulovy vektor z; € RY.
2. Proi=1,...,5s+1:

2.1. Pro z; vypocti y; a t; stejné jako v algoritmu

2.2. Aktualizuj matice Y; a T; pomoci ¢;, y;, T;_; a Y,;_;.
+1

2.3. h’i—l = [(Plz’b)]]jzl

24, = (I - YiTiYiT) e;
2.5, Pokudi < s, vypolti z;,, = <I - Yﬂ?Y’{) Aw;.

Vyhoda algoritmu [ oproti algoritmu [3] spo¢ivd v nahrazeni sekven¢ni aplikace Householderovych
transformaci vypoctem pevného poctu soucinli plné matice a vektoru, coZ je operace, kterou Ize dobie
paralelizovat. Srovnani podstatnych vlastnosti uvedenych algoritmd je uvedeno v tab. Z hlediska pa-
méfové naroc¢nosti ortogonalizace pomoci Householderovych transformaci a kompaktni WY reprezentace
ve skutecnosti neni potieba ukladat vektory v;, které lze dopocitat dle [42, str. 159], ¢imZ dostaneme
ndro¢nost O((s + 1)N). To je vSak také Cist€ sekvenéni algoritmus, navic v praxi je Skoda nevyuZit
dostatek operacni paméti a globalni paméti GPU.

V praxi provadime vypocty v krocich [2.4] a [2.5] algoritmu [] ,,zprava doleva®, aby se co nejrychleji
redukoval objem zpracovavanych dat. Pfi vypo¢tu na GPU rozliSujeme vypocty vyZadujici O(N) operaci,
které provadime na GPU, a vypocty vyZadujici O(s) nebo O(SQ) operaci, které provadime sekvenc¢né na
CPU. Aby to bylo mozné, ukldddme matice Y, v globdlni paméti GPU a matice T; v operacni paméti
systému. V krocich [2.3]a[2.4] se ndm vSak hodi pfistupovat k prvkim matice Y, pfi vypoétech na CPU,
proto pro umoZnéni rychlého pfistupu duplikujeme prvnich s 4 1 faddkid matic Y; také v opera¢ni paméti.

Srovnani ortogonalizace pomoci modifikovaného Gramova—Schmidtova procesu s reortogonalizaci
(MGSR) a kompaktni WY reprezentace (CWY) lze nalézt v ndsledujici sekci v tab. pro zkrdcenou
testovaci dlohu a v tab. [5.4]a[5.5| pro celou numerickou simulaci popsanou v sekci
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MGS HO CWYy

Pocet operaci O(25°N) O(45°N) O(45°N)
Pocet synchronizaci O(s%) 0(s) O(s)
Paméfové naroky O((s+1)N) O2(s+1)N) O(2(s+1)N)
Ztrita ortogonality O(er(A)) O(e) O(e)

Tabulka 4.2: Srovndni podstatnych vlastnosti riznych ortogonaliza¢nich algoritmti: MGS oznacuje
modifikovany Gramtv—Schmidtdv proces, HO oznacuje Householderovy transformace a CWY oznacuje
kompaktni WY reprezentaci. V poslednim fadku tabulky € oznacuje strojovou piesnost a (A ) oznaluje
&islo podminénosti matice A.. Udaje piebirdme z [27, 42].

4.3.2 Adaptivni restartovani metody GMRES

Je zndmo [42], Ze volba restartovaciho parametru s ma vyznamny vliv na rychlost konvergence metody
GMRES(s) z hlediska vypocetniho ¢asu. Pocet operaci v jednom cyklu pied restartovianim je Umérny s,
proto je béZznou snahou volit s co nejmensi. Pro dlohy se Spatn€ podminénou matici v§ak miiZze byt pro
malé s potfeba velmi velky pocet iteraci, ktery lze sniZit zvétSenim parametru s. V nékterych ptfipadech
tak miiZe byt nutné volit parametr s dostate¢né velky, aby byla zajiSténa konvergence metody.

Pro volbu restartovaciho parametru s metody GMRES(s) pouZijeme adaptivni strategii pfedstavenou
v ¢lanku [1f]. MySlenka tohoto postupu spociva v naruSeni opakujiciho se chovani metody s konstantnim
parametrem s a ve snaze pouZzit co nejmensi hodnotu restartovaciho parametru pfi rychlé konvergenci.
Modifikovanou verzi tohoto postupu uvddime v nésledujicim algoritmu:

Algoritmus 5

1. Vstupni parametry: S,,ins Smazs mins Gmaz € N

2. Nastav 8 =1, B,,in = 0,175, B0 = 0,99, ¢ = 0.

3. Dokud metoda nezkonvergovala:

3.1. Pokud 8 > 8,42 ZVOl 8; = Spau-
3.2. Pokud 5 < B,in, ZVOl 5; = 5;_1.
3.3. Pokud 8 € [B11ins Bmax)> 2v0l d = d,ip, + {%(si_l - smm)J
apokud s;_{ —d > S, ZVOl 5; = ;1 — d, jinak s; = S, 40
34. Proved'nejvySe s; iteraci metody GMRES, skonci pokud bylo splnéno kritérium konvergence.
3.5. Nastav 8 = Hﬁ:ﬁ H , kde r; a r; 1 jsou rezidua pied a po provedeni iteraci metody GMRES.

3.6. =14+ 1

V algoritmu [5] je parametr s je volen podle rychlosti konvergence 5. V prvnim cyklu, nebo pokud
v predchozim cyklu doslo k malému zmenSeni normy rezidua, volime s = s,,,,. Pokud naopak
v pfedchozim cyklu doslo k vyraznému poklesu normy rezidua, ponechdme hodnotu s beze zmény.
V ostatnich pfipadech postupné zmenSujeme hodnotu s v mezich s,,;, a S,,. @ po dosaZeni dolni
meze skocime opét na horni mez, ¢imZ dochdzi k naruSeni opakujictho se chovdni konvergence metody
GMRES.

Nase modifikace v algoritmu[5|oproti origindlnimu postupu z ¢lanku [1]] spo¢ivd v zavedeni parametrt
Appin @ dyar @ volbé délky adaptivniho kroku d pomoci linedrni interpolace v zavislosti na aktudlni
hodnoté s. Volba d,,,;,, = d,,,4. pfesné odpovidd origindlnimu algoritmu z [ 1]] s konstantni délkou kroku d,

min
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kterou autofi volf jako d = 3. Jemné&jsi volba délky kroku d umoZiuje rychleji pfejit s parametrem s
z okoli s,,,,, do okolf s,,;,, atam provést vice iteraci, které trvaji krats$i dobu.

Piinos adaptivni volby parametru s demonstrujeme na zkrdcené testovaci uloze dvoufizového
proudéni ze sekce jejiz vysledky pro obdélnikovou sif 120 x 120 jsou uvedeny v tab. Oproti
restartovani po konstantnim poctu krokt doslo pfi pouziti adaptivniho restartovani s konstantnim krokem
(algoritmus z ¢lanku [[1]) ke zrychleni o ptiblizné 45%, resp. 35% v pifipadé varianty MGSR, resp. CWY.
Pfi pouziti adaptivniho restartovani s proménnym krokem (algoritmus [5) doglo ke zrychleni o pfiblizné
49%, resp. 39% oproti konstantnimu restartovani v pifipadé varianty MGSR, resp. CWY. Pouzité
parametry d,,;, = 2,d,.. = 4 vylepSuji vysledky urychleni dosazené s parametry d,,,;, = dppee = 3
pouzitymi v [1]], tedy zobecnéni volby parametru d v algoritmu [5|md nezanedbatelny piinos na rychlost
vypoctu zkoumané ulohy. Podobny piinos adaptivni volby restartovaciho parametru pozorujeme i na
dalgich dlohdch feSenych algoritmem [I]

konstantn{ restartovan{ adaptivni restartovani adaptivni restartovani
s konstantnim krokem s proménnym krokem
(S = 30) (Smin =3, Saz = 30, (Smin =3, Smaz = 30,
Amin = 35 dmae = 3) Armin = 2, e = 4)
MGSR Cwy MGSR CWY MGSR cwy
doba vypoctu [s] 633 273 347 177 318 165
pocet iteraci 616589 638187 428638 451477 403688 425943

Tabulka 4.3: Srovndni doby vypoctu a poctu iteraci pro riizné varianty metody GMRES(s): ortogonalizace
bud’ pomoci modifikovaného Gramova—Schmidtova procesu s reortogonalizaci (MGSR) nebo pomoci
kompaktni WY reprezentace (CWY) a riizné varianty pro volbu restartovactho parametru s. Vysledky
odpovidaji zkrdcené testovaci dloze dvoufdzového proudéni ze sekce [5.4] a byly vypocteny ve 2D na
obdélnikové siti 120 x 120 (231360 stupiid volnosti) na GPU Nvidia Tesla K40.

4.3.3 Predpodminéni

Konvergenci itera¢nich metod pro feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic je obecné mozné
urychlit pouZitim vhodného pfedpodminéni. Vyvoj pfedpodminéni pro paralelni architektury je vSak kom-
plikovand dloha. V rdmci knihovny TNL mdme k dispozici pouze Jacobiho pfedpodminéni, pokrocilejsi
metody budou pfedmétem dalsiho vyzkumu.

4.4 Nestrukturované sité

V numerickych simulacich vyuZivajicich nestrukturované sit€ se typicky pracuje bud’ s obecnou
reprezentaci sité z néjaké viceucelové knihovny (napt. VTK [45]]), nebo s reprezentaci navrZenou konkrétné
pro ucely dané simulace nebo schématu (napf. Clawpack [9]]). Vyhodou obecnych reprezentaci je mnoZstvi
funkci pro popis velkého poctu dloh, naproti tomu vyhodou specifickych reprezentaci je jednodussi ndvrh
a prizptisobeni pro efektivni popis dané tlohy. Navrh rozhrani pro nestrukturované sit¢ v knihovné TNL
kombinuje vyhody obou pfistupii. Rozhrani je navrZeno obecné, ale pomoci statické konfigurace a Sablon
jazyka C++ 1ze optimalizovat jednotlivé specializace sit€ pro potieby konkrétnich dloh.

Statickd konfigurace nestrukturovanych siti v TNL umoZiuje ménit ndsledujici parametry:
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 Topologie sit¢ urcend typem elementti. Podporovény jsou pouze sit€, kde vSechny elementy maji

Vv, v s

stejny typ. Typy entit niZSich dimenz{ jsou urceny typem entit vyssi dimenze.
» Dimenze prostoru, do kterého je sif vnofena. Musi byt vétsi nebo rovnd dimenzi elementt sité.

* Datové typy soufadnic (napf. float, double), globdlnich indext a lokélnich indexti (napf. int a
short int).

Vs vV

* Dimenze entit, které jsou v siti uloZeny. Entity nejniZ$i a nejvyssi dimenze (vrcholy a elementy)
musi byt uloZeny vZdy.

» Kombinace dimenzi d, dy, kde d; > ds, pro které entity dimenze d; ukladaji indexy svych subentit
dimenze d,.

» Kombinace dimenzi dy, dy, kde d; < ds, pro které entity dimenze d; ukladaji indexy okolnich entit
dimenze ds.

* Dimenze entit, pro které se uklddd, zda je dand entita vnitini nebo okrajova.

Jednotlivé parametry statické konfigurace ovliviiuji jak velikost celé sité, tak velikost jednotlivych entit a
nepiimo i efektivitu vyuZiti paméti cache a vypocetnich jednotek. Pfi optimalizaci sité pro danou tdlohu
miZeme napiiklad vynechat nepotiebné entity, indexy k sousednim entitdm apod.

Implementace nestrukturovanych siti spliiujici vySe uvedené vlastnosti spoléhd na pokrocilé metapro-
gramovaci techniky vyuZivajici Sablony jazyka C++, podobné jako implementace vicerozmérného pole
popsand v sekci . 1] Struktura kédu je vSak znaéné komplikovand a dokonce ani nékteré kompilétory jej
nedokaZ{ spravné zpracovat, ackoli se jednd o platny kéd v jazyce C++11. Proto napiiklad pro preklad
kédu pro GPU, jehoz optimalizace popiSeme v nésledujici sekci, nelze pouZit standardni pirekladac nvcc
pro jazyk CUDA od spole¢nosti Nvidia. Alternativni kompildtor pro jazyk CUDA plné kompatibilni se
standardy jazyka C++11 a C++14 je clang [48]], jehoZ verze 4.0 umozZnila vyvoj kédu pro nestrukturované
sit¢ na GPU a tim splnit tfet{ bod zaddni této diplomové price s kladnym vysledkem.

4.4.1 Optimalizace na GPU

Pro préci s nestrukturovanou siti na GPU je potieba provést sekvenc¢ni inicializaci na CPU a vysledek
prekopirovat na GPU. Na GPU pak paralelné probihaji pouze pomocné metody pro zajisténi integrity
sité¢ a metody na prochazeni jednotlivych entit sit€. Na rozdil od strukturovanych ortogonalnich siti jsou
entity vSech dimenz{ organizovédny do linedrnich datovych struktur, pouze pro rychlé odliSeni vnitfnich a
okrajovych entit jsou potfeba dodate¢na indexova pole.

Z ndvrhu je patrné, Ze s kazdou entitou sité je propojeno pomérné velké mnoZstvi informace. Pokud
bychom vSechny indexy na okolni entity uklddali pfimo ve struktufe reprezentujici danou entitu, byl by
pristup k jednotlivym polozkdm této struktury na GPU znacné neefektivni, protoZe by nebylo moZné
vyuzit sloucenych pfistupti do globdlni paméti GPU. Podobné jako v pripadé vicerozmérného pole
popsaného v sekci[d.1] potfebujeme provést transformaci dat v paméti, aby byly stejné polozky pro entity
zpracovavané sousednimi vldkny uloZeny v paméti vedle sebe. Proto indexy na okolni entity ukldddme
v samostatnych datovych strukturdch pro pfislusné dimenze a ve strukturdch reprezentujici entity sité
mame pouze ukazatele na data v samostatné struktufe piislusejici dané entité. Diky tomu jsou velikosti
struktur reprezentujicich entity sit€¢ malé, nezavisi na poctu okolnich entit a pii vhodném ocislovani entit
sit¢ by mélo byt mozné vyuzit sloucenych piistupli do globdlni paméti GPU.

4.4.2 Ocislovani entit sité

Efektivita algoritmid pracujicich s nestrukturovanymi daty zavisi na ocislovani jednotlivych prvka.
Z tohoto pohledu nés v algoritmu [1| zajima zejména struktura matice A, kterd se odviji od o¢islovani
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mnoZziny nadstén sité &),. Nejvyznamnéjsi operace s matici A v algoritmu|l|je ndsobeni matice a vektoru
v rdmci iteracni metody pro feSen{ soustavy linedrnich algebraickych rovnic v kroku Testovaci ulohy
porovndvajici pfimo efektivitu operaci s daty nestrukturované sité zde neuvddime, ale budou pfedmétem
dalsiho vyzkumu a odbornych publikaci.

Pro generovéni trojihelnikové sité pro dlohy popsané v kapitole [5] byl pouZit frontdlni algoritmus
programu Gmsh [21], ktery vede k o¢islovani mnoZiny elementti IC;, = {K;, Kj,...} zobrazenému
na obr. pro sit 2D1A (viz také tab. . P1i ¢islovani nadstén &), pak nejprve ocislujeme nadstény
Ek,» poté€ nadstény Ey , které jest€ nebyly Cislovdny, atd. Struktura matice A pro n = 2 pfisluSna siti
2D2A ocislované timto zplisobem je zobrazena na obr. pomoci lomené ¢ary spojujici stitedy po sobé
jdoucich elementti. Zdtraznéme, Ze ackoli to podle obrazku nevypadd, pocet nenulovych prvki na kazdém
fadku je nejvyse 10. Nenulové prvky matice jsou vSak rozmistény nesouvisle, coz miize v zdvislosti na
velikosti matice a typu vypocetni architektury vést k nizké efektivité algoritmi pracujicich s touto matici.

Pro zlepSeni struktury matice A pouzijeme nasledujici algoritmus pro ocislovani entit sité. Pro
vSechny entity dané dimenze najdeme jejich stied, z nichZ vytvofime d-rozmérny strom [4]. Déle tento
strom projdeme strategii in-order a postupné budeme Cislovat entity sité piislusné danému uzlu stromu.
Timto postupem dostaneme oc¢islovani zobrazené na obr. pro sit 2D1A. Oproti pfedchozimu oc¢islovani
z obr. je kiivka znézortiujici poradi entit mnohem krats$i a méné& Casto se kiiZi, nové ocislovani tedy
1épe vystihuje blizkost entit v eukleidovské metrice. Také nenulové prvky matice A pro sit oc¢islovanou
timto zptisobem jsou oproti pfedchozimu ocislovani rozmistény v souvislejsich blocich podél diagonal,
viz obr. pro sit ZDQA.

Vliv ocislovéni entit sité€ na efektivitu algoritmu [I] demonstrujeme na dloze popsané v sekci [5.4]
kterou pocitdme ve 2D na trojihelnikové siti na procesoru Intel Core i7-5820K (6 jader, 3,3 GHz, 15 MiB
cache) a GPU Nvidia Tesla K40 (2880 jader, 875 MHz). Vysledky uvedené v tab. [4.4] ukazuji, Ze pti
vypoctech na CPU doch4zi pro jemné sité k vyraznému zpomalen{ pfi o¢islovdni pomoci programu Gmsh
oproti o¢islovani pomoci d-rozmérného stromu. Pro nejjemné;si sit 2D5A je rozdil 17-28% v zavislosti na
poctu vldken a ortogonaliza¢ni metodé. Tento rozdil je zplisoben neefektivnim vyuZitim paméti cache
pri nasobeni matice a vektoru, které vSak pfi pouZiti metody GMRES zabird jen malou c¢ast celkové
doby vypoctu. Pfi pouZiti itera¢nich metod vyuZivajicich kratké rekurence (napt. BiCGStab, TFQMR) by
tak rozdil mohl byt daleko vétsi. Pfi vypoctu na GPU neni rozdil v rychlosti vypoctu tak vyrazny jako
na CPU, na nejjemné;js$i siti 2D5A je to 5-13%. Oproti CPU maji GPU mnohem mensi mnoZstvi paméti
cache a efektivitu vypoctu zajisfuji jinymi zptisoby jako napf. slu¢ovanim pfistupti do globdlni paméti pro
sousedni vldkna, coZ je vSak také ovlivnéno uspordddnim nestrukturovanych dat.
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(a) Frontalni algoritmus programu Gmsh (b) 2-d strom

. A wr o ¢ onx AN PP . . "
Obrazek 4.2: Oc¢islovani nejhrubsi trojihelnikové sit€¢ 2D generovand rliznymi algoritmy zndzornéné
lomenou ¢arou spojujici stfedy po sobé jdoucich elementd.

(a) Frontdlni algoritmus programu Gmsh (b) 2-d strom

Obrazek 4.3: Struktura matice A pfi rtiznych oc¢islovani sité 2D2A.
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Intel Core i7-5820K

1 vlakno 2 vlakna 4 vlakna 6 vlaken

Id. Gmsh strom s/G  Gmsh strom s/G  Gmsh strom s/G  Gmsh strom s/G

2D1A 0.4 0.4 091 0,5 0,5 1,04 0,5 0,5 0,93 0,6 0,6 0,92

o DS 51 5009 40 39097 33 3109 36 3,6 1,00
O 2D 999 985099 614 595097 391 383098 362 357 099
= oD% 2662 2383 090 1454 1299 089 7873 7010 089 6325 573.6 091
2DE 64145 45953 0,72 34888 25512 0,73 20250 14603 0,72 15687 11976 0,76
D8 04 04100 03 03104 02 02102 02 02098
.. 2Dy 63 6209 38 3709 25 2309 22 20 093
z 2DS 1242 1220 098 69,5 67,7 097 414 403 097 335 325 097
2D 2965 2696 091 1646 1481 0,90 9414 8552 091 7323 671,7 0,92
2D 78243 57404 0,73 41667 32101 0,77 24376 18814 0,77 19772 16414 0,83
Nvidia Tesla K40
Id. Gmsh strom s/G
2D 44 441,00
o 2D5 21,1 21,0 1,00
G 2D 1143 114,0 1,00
Zop2 7408 717.0 097
2D5 7198,3 6829,2 0,95
2D 13 1,3 1,00
5. 2Dy 79 7.9 1,00
22Dy 470 462 098

2Dy 3744 3515 0,94
2D5 3913,2 3387,0 0,87

Tabulka 4.4: Srovnani doby vypoctu tlohy ze sekce na nestrukturovanych trojihelnikovych sitich pfi
riznych o&islovanich: pomoci frontdlniho algoritmu programu Gmsh a pomoci 2-d stromu. Sloupec s/G
oznacuje pomér dob vypoctu pti ocislovanich pomoci 2-d stromu a pomoci programu Gmsh.
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Kapitola 5

Numerické simulace

V této kapitole se budeme zabyvat numerickymi simulacemi iloh nemisivého dvoufazového proudéni
a kompozi¢niho dvoufidzového proudéni v poréznim prostiedi, které byly popsdny v kapitole |1} V jed-
notlivych sekcich si nejprve ptipravime ndstroje pro numerickou analyzu pomoci experimentdlniho fadu
konvergence a pro analyzu paralelizace a poté popiSeme testovaci tlohy v homogennim prostiedi se
zndmym semi-analytickym feSenim, které pouzijeme pro ovéfeni konvergence numerického schématu
popsaného v kapitole[3] Pro ob¢ tilohy také porovndme efektivitu paralelniho vypoctu na strukturovanych
a nestrukturovanych sitich. Cast uvedenych vysledkti bude také publikovdna v ¢lanku [16], paralelni
vypocty na nestrukturovanych sitich byly provedeny pozdéji.

V predchozi préaci autora [28]] byly pro verifikaci numerického schématu pouzity jednorozmérné di-
fizni dlohy pro nemisivé dvoufdzové proudéni v homogennim a heterogennim prostiedi a jednorozmérné
a dvojrozmérné advekéné-diftizni dlohy v heterogennim prostiedi, jejichz vysledky lze srovnat s referenc-
nimi feSenimi uvedenymi v literatufe. V pfedchozi praci byly pro numerické feSeni dvojrozmérnych dloh
pouZity pouze strukturované obdélnikové sité. V této kapitole verifikujeme numerické schéma pomoci
dvojrozmérnych a trojrozmérnych testovacich tloh dvoufazového a kompozi¢niho proudéni. Pro vypocty
pouZijeme strukturované sité tvorené ¢tverci nebo krychlemi a nestrukturované sité tvofené trojihelniky
nebo Ctyfstény a pro vSechny typy siti porovndme efektivitu paralelniho vypoctu.

5.1 Nastroje pro numerickou analyzu
Pro danou sit K, definujeme chybu aproximace Ej, , skaldrni veli¢iny g = g(x,t) vztahem

Eh,g = YGex — 9h» (5.1)

kde g.,, je pfesné feseni a g;, je numerickd aproximace veli¢iny g. Pro analyzu dloh v ndsledujicich sekcich
volime za veli¢inu g bud saturaci nesmacivé faze S,, v ptipadé dvoufdzového proudéni nebo hmotnostni
zlomek X v piipadé kompozi¢niho proudéni.

Piedpoklddame, Ze funkce g., a g, jsou prvky prostoru L”(Q) pro p = 1 a 2. Pro analyzu f4du
konvergence pfedpoklddame, Ze v &ase ¢t = T'md L” norma chyby E), g tvar

HEh = CT,g,pT + CQ,g,phOCg’p7 (52)

79HP

. 24X v . 7 ¥ 7 70 L]
kde h je parametr sit€¢ Kp, 7 oznaCuje konstantni Casovy krok pro danou sit, Cr ., a Cq g, jsou
néjaké kladné konstanty a ocg,, je fad konvergence numerického schématu v L? normé& vzhledem
k veli¢in€ g. Rad konvergence oc, ,, 1ze aproximovat pomoci tzv. experimentdlniho fadu konvergence
eoc, ,, definovaného vztahem

l|By,ll, — B,

o Inhy —Inh, ’

(5.3)
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kde 1y a hy jsou parametry dvou riiznych siti KCj, , resp. KCp,,, .
Pfi vypoctu norem || £, ;|| ve vyrazu (5.3) nejprve rozlozime defini¢ni integral na soucet integrali
pfes elementy K € Cp:

P P
1Bl = / B = / B, (5.4)
Q

KGK}LK

Integraly pies jednotlivé elementy sité¢ pak pomoci véty o substituci pfevedeme na integraly pres
referencni element a pomoci Fubiniho véty prejdeme k jednorozmérnym integraliim, které pocitime
numericky pomoci Gaussovy—Kronrodovy kvadratury (G7-K15) s adaptivnim délenim intervalu, kterd
je implementovana v C++11 knihovné qdt [36].

5.2 Nastroje pro analyzu paralelizace

Uéelem paralelizace je zkratit dobu vypoctu, kterou zna¢ime symbolem CT. Pfinos paralelizace
algoritmu na vicejddrovém CPU mitiZzeme vyjadfit napfiklad pomoci urychleni Sp, které je definovano
jako podil doby vypoctu pri sériovém zpracovani a doby vypoctu za pomoci ¢ vlaken:
_ CT pro 1 vldkno
~ CT pro £ vlidken

Sp 5.5

Dalsi dilezitou veli¢inou je efektivita Eff, kterd vyjadiuje Skalovatelnost vypoctu na vicejadrovém CPU
pomoci ¢ vldken jako podil urychleni a poctu vlaken:

CT pro 1 vldkno

(CT pro ¢ vldken) (5.6)

Eff = -

P1i vypoctu na GPU nemad smysl uvazovat sériovy vypocet a kvtli zdsadnim hardwarovym rozdilim
mezi architekturami GPU a CPU nemd smysl zavadét efektivitu pomoci poctu vldken GPU. Jedinym
néstrojem pro porovnani vypoctd na CPU a GPU tak je urychleni GSp definované jako podil mezi
vypocetnimi ¢asy CT na CPU a GPU:

CT pro CPU

“5P = T pro GPU”

(5.7)

5.3 Sité pro numerické simulace

Pro numerické simulace uloh dvoufdzového i kompozi¢niho proudéni pouzijeme stejné numerické
sitg, jejichZ parametry uvddime ve spole¢né tabulace Ve vSech pfipadech se jednd o diskretizaci
prostorové oblasti 2 tvofené jednotkovym ¢étvercem ve 2D a jednotkovou krychli ve 3D. Geometricka
konfigurace tloh, stejné jako volba Casovych krokii 7p¢c a 7, uvedenych v tab. 5.1} bude vysvétlena
v ndsledujicich sekcich.

Strukturované sité tvorené Ctverci (2DD) a krychlemi (3DD) byly vytvoreny piimo pomoci knihovny
TNL, nestrukturované trojihelnikové sité (ZDA) byly vygenerovdny pomoci programu Gmsh [21] a
pro generovani nestrukturovanych trojrozmérnych siti tvofenych ctyfstény (3DA) jsme pouzili pro-
gram COMSOL Multiphysics. Sité vygenerované programem Gmsh byly kvili lepsi efektivit€ vypo-
¢tu precislovany pomoci postupu popsaného v sekci #.4.2] ocislovani siti generovanych programem
COMSOL Multiphysics je rovnou ziejmé optimdlni, tj. pfecislovdnim se ho jiZ nepodaftilo vylepsit. Pozna-
menejme, Ze neni k dispozici dokumentace ke zptsobu ¢islovani sit€ pro program COMSOL Multiphysics.
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Dvoufdzové proudéni Kompozi¢ni proudéni

Id. #Kp, h [m] Naoy T 18] Toa [8] Naog T 8] Toa [8]
2D7 225 9.43-1072 960 253,16 317,00 1440 253,16 317,00
2Dy 900 4,71-1072 3720 90,50 80,00 5580 90,50 80,00
2D3 3600 2,36-10> 14 640 31,900 19,96 | 21960 31,90 19,96
2Dy 14400 1,18 1072 58080 10,62 502 | 87120 10,62 5,02
2DF 57600 5.89-107° 231360 357 126 | 347040 3,57 1,26
2D¢ 242 6,71-1072 766 454,55 36,36 1149 45455 36,36
2D5 944 3,49-1072 2012 14599 1549 4368 145,99 15,49
2D5 3714 1,64-1072 11302 44,64 4,64 16953 44,64 464
2D; 14788 8,73-107° 44684 1344 1,35 67026 1344 135
2DE 59336 4,23-107° 178 648 500 050 | 267972 500 0,50
3D} 3375 1,15-107" 21600 333,33 23529 | 32400 200,00 200,00
3D, 27000 5,77-1072 167400 131,58 58,82 | 251100 12,50 12,50
3D 216000 2,89-107%| 1317600 5348 14,71 | 1976400 0,78 0,78
3D] 1728000 1,44-107% | 10454400 22,10 3,68
DS 1312 2,13-107" 5874 83333 152,67 8811 10,00 10,00
3D 3697 1,27-107" 15546 571,43 125779 | 23319 500 500
3D5 29673 6,29-102 121678 232,56 6024 | 182517 2,50 2,50
3D 240372 348-107%| 973750 101,01 43,86 | 1460625 1,00 1,00
3DE 1939413 1,84-1072 | 7807218 25,00 20,00

Tabulka 5.1: Parametry siti pouzitych pro numerické simulace: identifikdtor sité¢ (Id.), pocet elementt
#K},, parametr sit€ h, pocet stupfili volnosti N, a Casové kroky 7pgc a 7, pro model Brookse a

Coreyho, resp. van Genuchtena. Identifikatory oznacuji sité slozené z ¢tverct (ZDD), trojuhelnikt (ZDA),
krychli (3DD) nebo Ctyfstént (3DA). Volba ¢asovych kroki pro jednotlivé ilohy bude vysvétlena pozdéji
v prislusnych sekcich.

5.4 Dvoufazové proudéni

Prvni testovaci tilohou je tiloha dvoufdzového proudéni popsand v sekci[I.8] Koeficienty vyjadiujici
rovnice pomoci obecné soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic (2.I) jsou uvedeny v sekci
[2.1] Pro specidlni piipady tlohy dvoufédzového proudéni v homogennim prostfedi se zanedbanymi vlivy
gravitace je moZné odvodit semi-analytickd feSeni [13} |15} |19, 33]]. Nejobecnéjsi postup v ¢lanku [[15]
popisuje ulohu s bodovym zdrojem v prostoru obecné dimenze d € N a vede k radidln€ symetrickému
feSeni. V této sekci se budeme zabyvat dlohami prod =2 ad = 3.

Geometrickd konfigurace dlohy ve 2D a 3D je zobrazena na obr. Diky radidlni symetrii pfesného
feseni [[15] mGzZeme uvazovat pouze jeden kvadrant, resp. oktant celé oblasti ve 2D, resp. 3D. Pro oba
pfipady uvaZujeme stejné prostfedi oznacené jako Pisek A v tab. [B.I|a stejné parametry tekutin voda a
DNAPL uvedené v tab. V ¢aset = 0je v celé oblasti konstantni saturace vody S,,"" = 0,95 abodovym
zdrojem umisténym v pocatku soufadného systému x = 0 zacneme do oblasti vtldcet nesmacivou fazi
s pfedepsanym objemovym tokem @) [mds_l], jehoZ hodnota je dle [15] ddna vztahem

d—2

Qo = Qo(t) = Agt ?, (5.8)
kde A, [mds_%] je volitelny parametr toku (). Hodnoty A, kone¢ny ¢as simulace 7" a rozméry oblasti
byly zvoleny tak, aby pro model Brookse a Coreyho i van Genuchtentiv model vtlacend fdze nedosihla
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okoli ¢4asti hranice aproximujic{ hranici v nekone¢nu. Zvolené rozméry oblasti jsou zobrazeny na obr. EI;L
konecny Cas simulace volime 7" = 20000s a hodnoty A, volime ndsledovné: Ay = 10 °m?%s ",
Az = 10_7m3s_%.

Jak plyne z odvozeni numerického schématu v kapitole [3] okrajovou podminku s bodovym zdrojem
nelze pfimo vyjadfit pomoci numerického schématu, ale je potieba ji aproximovat pomoci nadstén sité
Sﬁxt, které maji néjaky vrchol v po¢atku soufadného systému x = 0. Tato situace je zobrazena na obr.
kde vtokovou ¢ast hranice I' = 02 znac¢ime jako I';,. Na I';,, pfedepisujeme nulovou Neumannovu
podminku pro rychlost smécivé faze v,, a nenulovou Neumannovu podminku pro rychlost nesmacivé
faze v,, tak, Ze

/vn ‘n = —Q(t), vt € [0, 7). (5.9)
Cin,
Zbyvajici okrajové podminky z obr.|5.1| zlistdvaji nezménény.
Pro feSeni dlohy pouZijeme strukturované a nestrukturované sité, jejichZ parametry jsou uvedeny
v tab. Numerické feSeni saturace S,, ve findlnim ¢ase 7' = 20000s pro n€kolik siti ve 2D je
zobrazeno na obr.[5.3] V nasledujici podsekei provedeme numerickou analyzu pomoci experimentélniho
faddu konvergence pro srovndni numerického a semi-analytického fesen.

Zadnf stény: < Predni stény:
Uy = 0 Pw = Pref o
Y FgUTlw: Ty UTLg: Uup =0 Pn = pw + pe(Sy")
Uy =0 Pw = Pref o
Uup =0 Pn = Dw + ])(:,(ASYI[;”>
'y
1m
FW I'g
O T
\ I's 1m o
bodovy vtok NAPLu: %AQ bodovy vtok NAPLu: %Ag\/f
(a) 2D (b) 3D

Obrazek 5.1: Geometrickd konfigurace vypocetni oblasti vCetné okrajovych podminek pro (a)
dvojrozmérnou a (b) trojrozmérnou tdlohu. Obrazek je pfevzat z [16].
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: T - x
ot ot
e [';,.: vtok NAPLu e [, vtok NAPLu
(a) Ctverce (b) Trojihelniky
z z
x z — e~ =
BT, vtok NAPLu Yy BT, vtok NAPLu Y

(c) Krychle (d) Ctyfsteny

Obrazek 5.2: Aproximace okrajové podminky pro bodovy zdroj na sitich tvofenych (a) Ctverci,
(b) trojdhelniky, (c) krychlemi a (d) ¢tyfstény. Obrazek je pfevzat z [16].
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Obrazek 5.3: Numerické feSeni saturace .S,, pro ulohu dvoufizového proudéni v ¢ase 7' = 20 000 s.
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5.4.1 Numericka analyza

Numerickou analyzu provedeme pro saturaci nesmacivé faze S,,, pro kterou je pro danou tilohu zndmé
semi-analytické feSeni [[15]. Pfi numerické analyze pomoci experimentdlniho fadu konvergence eocg
dle vztahu (5.3) je tieba pfi zjemiovani sit€¢ zmensovat také Casovy krok, aby chyba Casové diskretizace
nepievazovala nad chybou prostorové diskretizace. Zkouman4 dloha je ale komplikovand tim, Ze chyba
numerického feSeni na dané siti '), nezdvisi monoténné na zvoleném casovém kroku 7. Pozorovana
zévislost L' normy chyby numerického feSeni pro nejhrubsi sit 2D[1j a model Brookse a Coreyho je
zobrazena na obr.[5.4] kde je chyba vycislena pro ¢asové kroky 7 € N a Gasovy krok ziistdvé konstantni po
celou dobu simulace aZ na posledni ¢asovy krok, ktery je volen tak, aby simulace skoncila piesné v Case
T'. Na obr.|5.4|vak pozorujeme, Ze lokdlni minima funkce || £, g ||, odpovidaji tém ¢asovym krokdm 7,
pro které je findlni Cas 7' celo¢iselnym ndsobkem 7. Podobné chovéni lze pozorovat i na ostatnich sitich,
proto dale vzdy volime ¢asové kroky tak, aby byly konstantni po celou dobu simulace v¢etné posledniho
kroku.

Globdlni chovéani chyby pro model Brookse a Coreyho a van Genuchtentiv model je pro nékolik
siti zobrazeno na obr. [5.5] Ve vSech piipadech se pfi zjemnéni sit€ zachova globdlni trend, pouze se
zméni hodnoty chyby a dojde k posunu minim. V piipadé modelu Brookse a Coreyho lze snadno
identifikovat globdlni minima funkcf || E}, g ||, pro kazdou sif a ty pouZit pro vypocet experimentdlniho
fadu konvergence. JelikoZ chybu pro danou sit bereme nejmensi moZnou, hodnoty eocg , by pfi
zjemnovani sit€ nemély oscilovat. Pro uSetfeni vypocetni kapacity pracovist€ KM FJFI provddime
minimalizaci algoritmicky jen na nékolika nejhrubsich sitich, pficemz si pomdhdme i prechodnymi sitémi,
které nejsou uvedeny v tab. [5.1] Pro jemné&jsi sité potom extrapolujeme ocekdvanou polohu minima dle
vysledkl na hrubych sitich. Pro extrapolaci pfedpokldddme zdvislost polohy minima 7,,,;,, na parametru
sit¢ h dle vztahu

Toin(h) = Ch7, (5.10)

kde parametry C' a vy uréujeme z vysledkid na hrubych sitich pomoci regresni analyzy metodou nejmensich

Vv

étvercl. Po prechodu na jemnéjsi sif dale provedeme nékolik iteraci minimaliza¢niho algoritmu pro

1072

1.69
1.68
1.67
1.66

1 Eh,s, Il

1.65

1.64

1.63 — 2D

\ \ \ \ \ \ \ \ I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

7[s]

Obrazek 5.4: Ilustrace zavislost chyby numerického feSeni na volbé casového kroku pfi pouZiti modelu
Brookse a Coreyho a sité 2Dlm.
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zpfesnéni polohy minima a zlepSeni extrapolace pro dalsi sif. Vysledky regresni analyzy parametrt C'
a ~y pro hodnoty h a 7 zvolené dle tab.[5.1]jsou uvedeny v tab.[5.3|a vizualizovédny na obr.[5.6|a

V piipad€ modelu van Genuchtena je pribéh chyby komplikovanéjsi a pro velké casové kroky dochazi
k vyraznym oscilacim. Navic, jak je vidét na obr. 5.5d pro strukturované trojrozmérné sité, poloha
globdlniho minima pfi zjemniovani sit€¢ nemusi odpovidat kratS§imu ¢asovému kroku oproti ptedchozi siti.
Diéle pozorujeme, Ze krajni lokdlni minima pozorovatelnd na nejhrubsi siti mohou pfi zjemiiovani sité
postupné zmizet. Proto v tomto pripad¢ nehleddme globalni minima, ale nejprve pro né€kolik nejhrubsich
siti uréime polohy vyraznych lokélnich minim pro co nejkrat3i ¢asovy krok (na obr.[5.5|vyznaceny svislou
prerusovanou ¢arou), z nichZ extrapolujeme parametry C' a «y pro zdvislost (5.10), v které pokraujeme
pro jemné&;jsi sité nehled€ na to, zda se jednd o lok4lni minimum.

Konkrétni volba ¢asovych krokt pii vypoctu experimentélnich fadd konvergence pro jednotlivé sité
je uvedena v tab. Vysledky numerické analyzy uvedené v tab. naznacuji, Ze numerické schéma
konverguje ve vSech piipadech s prvnim fddem presnosti. Experimentdlni fad konvergence v L? normé
vychdzi mirné mensi oproti fadu konvergence v L~ normé, vici které jsme provadéli minimalizaci. Na
strukturovanych sitich se hodnoty eocg ,, mezi sebou prilis nelisi, na nestrukturovanych sitich jsou rozdily

vyrazné&jsi, ale pfi zjemnovani sité se rozdily zmenSuji.

Brooks & Corey van Genuchten

Id. | [Eys,lli eocs 1 |Enslla  eocs o | [[Eps, |l eocs 1 Ens, |l eocs o
2D7 | 1,52-1072 261072 1,41-1072 2,17-1072

5 > 0_3 0,80 3,26 0_2 0,65 | 0_3 084 7 ! 0_2 0,81
2Dy | 8,75 10 gy 20810 oy | 788710 gy 124710 0,86
2Dy | 497-107° 0gs 135 1072 oso | 31 107 ogg 083 107 0.88
2D} | 2,76 1072 0’87 8,93-107° 0’ o | 234 1072 0’8 o 372 1073 0’85
DY | 151-107° 7 579-107° 7 129-107° 206-107° 7
2D% | 1,54-1072 3251077 1431072 2,13-107°

5 5 097 5, 0,84 5 0,97 5, 093
2D | 8,14- 10 0go 18910 o6l | 73810 ogq 116710 0.3
2DS | 4441077 0os 19 107° og7 | 0L 107° Lop 02 107° Lo0
2DF | 2411077 ogs 11O 107° o6a | 212 1077 0gs 30 107° 084
D5 [ 129-107° 7 490-107° 1,15-107° 1,79-107° 7
3D, | 8281072 2,59-10° 8,15-107° 1,64 1072

517 5 083 59 50,70 ’ 5 088 ’ 5 0,86
3Dy | 4,67 10 ogq 15910 ogo | 44210 0op  006-10 0,89
3D3 | 2,60-107° 0’8 . 987 1073 0’ o | 236 107 0’93 490-107° 0’92
3D} | 144-107° 7 6,12-107° 124-107° 7 258-107°

A -2 -2 -2 )
3D | 1,15 10 3,48 - 10 1,21-10 2,43-10
3DlA 802.10° 99 55902 982 feisi0 07T 66102 073

20 5 086 ’ S, 0,75 ’ 5093 ’ 5 0,90
3D5 | 4,41-10 1,49 - 10 426107 8,83 - 10

3 5 1,02 5 093 5 1,14 5 1,13
3D, | 2,40- 10 8,62 - 10 2,16 - 10 45310

4 5 1,01 50,71 5 1,08 5 1,08
3D5 | 1,26 - 10 54810 1,09 - 10 2,28 10

Tabulka 5.2: Vysledky numerické analyzy pomoci L' a L? norem chyby Ej, g .
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1072 (a) Brooks a Corey, 2D 1072 (b) van Genuchten, 2D
\_—_/ — 15 x 15 (2Dy)
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L4l — 30 x 30 (2D5)

1 En,s, Iy
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~— =20 x20
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————— |—30x 30 (2DY)

\ \
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7[s] 7[s]
1072 (c) Brooks a Corey, 3D 102 (d) van Genuchten, 3D
1 [—
1 [
0.9
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& 0.7 i 0.7 |-
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Obrazek 5.5: Zavislosti chyby numerického feSeni na ¢asovém kroku pro model Brookse a Coreyho a van
Genuchtentiv model na strukturovanych sitich ve 2D a 3D. Casovy krok je volen tak, aby byl konstantni po
celou dobu simulace véetné€ posledniho kroku a pro dcely vizualizace je mezi témito hodnotami v grafech
provedena linedrn{ interpolace. V piipadé modelu van Genuchtena vyznacuje pferuSovand ¢dra polohu
vybraného lokdlntho minima pro kazdou sit.
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Brooks a Corey

van Genuchten

Id. C ~y C y
2D” 8.58-10° 1,49 3.47-10% 1,99
2D 467108 171 1,58-10° 1,40
3p~ 586-10° 1,33 1,76 - 10* 2,00
3D 429-10° 1,04 491-10> 0,72

Tabulka 5.3: Vysledky regresni analyzy parametri C' a v ve vztahu (5.10) pro hodnoty i a 7 uvedené

v tab.

(a) 2D" (b) 2D
300 F
500 |-
400 |-
200 |-
300 |-
Lol 200 |-
100 |-
0l — 38,58 - 10°p14 0l —4,67-10°p5™
| | I I I I | | I I
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0 0,02 004 0,06
h[m] h[m]
(c) 3D" (d) 3D%
300 |- 800 |-
600 |-
—. 200 —
. . 400 |-
100 |-
200 |-
= — 5,86 10°p133 0 — 4,29 10°p1%
| I I | | I I I
0 0,05 0,1 0 005 01 015 02
h[m] h[m]

Obrazek 5.6: Regresni kiivky (5.10) a hodnoty h a 7 uvedené v tab. pro model Brookse a Coreyho.
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Obrézek 5.7: Regresni kiivky (5.10) a hodnoty / a 7 uvedené v tab.|5.1{pro model van Genuchtena.




5.4.2 Efektivita paralelniho vypoctu

Pro tdlohu dvoufdzového proudéni popsanou v sekci dédle provedeme analyzu efektivity vypoctu
na CPU s vyuzitim rizného po¢tu jader a GPU. V tab.[5.4]a[5.5|porovndvime dobu vypoctu CT, efektivitu
Eff paralelniho vypoctu na CPU a urychleni G.Sp vypoctu na GPU pro tlohu popsanou vyse s nastavenim
odpovidajicim vysledkim numerické analyzy v tab.|5.2|pro model Brookse a Coreyho. Vypocty probihaly
na GPU Nvidia Tesla K40 (2880 jader, 875 MHz, 12 GB globélni paméti typu GDDRS) a CPU Intel Core
i7-5820K (6 jader, 3,3 GHz) v systému s 64 GB operac¢ni paméti typu DDR3. Pro zajiSténi relevantnich
hodnot efektivity Eff byla pfi vSech vypoctech na CPU byla deaktivovana technologie Intel Turbo Boost,
kterd by jinak nedeterministicky zkreslila vysledky analyzy.

Pfi vypoctech pouzivame viechny techniky pro zrychleni vypoctu popsané v kapitole fi] Vysledky
v tab.[5.4]a[5.5]ukazuji, Ze pro dostate¢né& jemné sité je vypocet na GPU nékolikandsobné rychlejsi oproti
odpovidajicimu vypoctu na CPU. Zatimco na GPU je metoda GMRES s ortogonalizaci pomoci kom-

GPU CPU
1 vlakno 2 vlakna 4 vlakna 6 vlaken
Id. CcT CT GSp CT Eff GSp CT Eff GSp CT Eff GSp
2D1D 5,1 0,6 0,12 0,7 0,45 0,13 0,8 0,19 0,15 0,9 0,11 0,17
% ZDgJ 28,1 11,5 041 7,9 0,72 0,28 6,4 045 0,23 6,8 0,28 0,24
@) ZDE 117,1 173,6 1,48 95,9 091 0,82 61,2 0,71 0,52 52,8 0,55 0,45
= ZDE 740,4 4023,5 543 2154,1 0,93 291 1192,1 0,84 1,61 941,6 0,71 1,27
ZDEJ 8237,3 82323,5 9,99 47982,0 0,86 5,82 26919,0 0,76 3,27 19915,5 0,69 2,42
ZDEJ 1,5 0,7 045 0,4 0,79 0,28 0,3 0,52 0,22 0,3 0,41 0,18
. 2D2D 11,0 13,2 1,20 7,6 0,87 0,69 4,8 0,68 0,44 4,0 0,55 0,37
% 2D3D 46,3 197,0 4,25 107,5 0,92 2,32 65,7 0,75 1,42 52,6 0,62 1,14
ZDE 380,0 43257 11,38 2360,6 0,92 6,21 1448,1 0,75 3,81 11958 0,60 3,15
2D5D 44499 91166,3 20,49 49004,3 0,93 11,01 29182,1 0,78 6,56 24684,0 0,62 5,55
(a) obdélniky
GPU CPU
1 vldkno 2 vlakna 4 vlakna 6 vlaken
Id. cT cT GSp CT Eff GSp CT Eff GSp CT Eff GSp
2D1A 4,7 0,3 0,07 0,5 0,33 0,11 0,5 0,18 0,10 0,6 0,09 0,13
% 2D2A 22,4 5,0 0,22 3,9 0,65 0,17 3,1 0,40 0,14 3,6 0,23 0,16
@] 2D3A 120,0 98,5 0,82 59,5 0,83 0,50 38,3 0,64 0,32 35,7 0,46 0,30
= 2D4A 778,3 2382,8 3,06 12988 0,92 1,67 701,0 0,85 0,90 573,5 0,69 0,74
2D5A 7387,9 459534 6,22 255124 090 345 14602,7 0,79 1,98 119764 0,64 1,62
2D1A 1,5 0,4 0,27 0,3 0,60 0,22 0,2 0,45 0,15 0,2 0,32 0,14
S 2D2A 8,9 6,2 0,70 3,7 0,84 0,42 2,3 0,66 0,26 2,0 0,52 0,23
% 2D3A 51,1 122,0 2,39 67,7 0,90 1,32 40,3 0,76 0,79 32,5 0,63 0,64
2D4A 396,1 2695,6 6,80 1480,7 0,91 3,74 855,2 0,79 2,16 671,7 0,67 1,70
2D5A 4008,3 574042 14,32 32100,5 0,89 8,01 18814,1 0,76 4,69 16414,0 0,58 4,09

(b) trojihelniky

Tabulka 5.4: Srovnéni doby vypoctu C'T, efektivity Eff paralelniho vypoétu na CPU a urychleni GSp
vypoctu na GPU pfi vypoctu tdlohy popsané v sekci[5.4] ve 2D.
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paktni WY reprezentace (CWY) vZdy podstatng rychlejsi oproti modifikovanému Gramovu—Schmidtovu
procesu s reortogonalizaci (MGSR), na CPU je metoda CWY vétSinou mirné¢ pomalejsi nezZ metoda
MGSR. Ve srovnani vysledki pro strukturované a nestrukturované sité je vidét, Ze urychleni G\Sp je na
nestrukturovanych sitich vZdy o néco mensi nez na odpovidajici strukturované siti. To je vSak zptisobeno
zejména tim, Ze urychlen{ zavisi primdrn€ na poctu stupfid volnosti Ny, ¢ dané sité a nestrukturované sité
uvedené v tab. 5.1 maji mensi pocet stupnid volnosti oproti odpovidajicim strukturovanym sitim. Celkové
miiZeme konstatovat, Ze numerické schéma popsané v kapitole[3]1ze dobfe paralelizovat pro strukturované
i nestrukturované sité.

GPU CPU
1 vldkno 2 vldkna 4 vlakna 6 vlaken
Id. cr CT GSp CT Eff GSp CT Eff GSp CT Eff GSp
3D1EI 5,9 13,8 2,34 7,2 0,96 1,22 4,3 0,80 0,73 3,4 0,67 0,58
% 3D2El 55,7 524,6 9,42 304,7 0,86 5,47 173,7 0,76 3,12 128,2 0,68 2,30
b= SD:EI 1234,3 21128,7 17,12 12770,7 0,83 10,35 7317,4 0,72 5,93 6241,6 0,56 5,06
3])5l 44798,3 (nepociténo na 1, 2 a 4 vlaknech) 272 104,0 6,07
3D1El 2,1 15,2 7,30 8,0 0,96 3,82 44 0,86 2,13 3,4 0,75 1,62
; 3D2EI 30,8 564,3 18,33 319,5 0,88 10,38 186,7 0,76 6,07 150,3 0,63 4,88
Q 3D3E,I 828,0 20569,5 24,84 12406,1 0,83 14,98 7092,6 0,73 8,57 5533,7 0,62 6,68
3DEl 31805,6 (nepo&itdno na 1, 2 a 4 vldknech) 234 066,0 7,36
(a) kvadry
GPU CPU
1 vlakno 2 vladkna 4 vlakna 6 vlaken
1d. cr CcT GSp CT Eff GSp CT Eff GSp CT Eff GSp
3D1A 3,8 1,7 0,44 1,2 0,71 0,31 0,8 0,53 0,21 0,8 0,33 0,22
% 3D2A 6,1 72 1,19 43 0,84 0,70 2,6 0,70 043 2,3 0,53 0,37
b 3D3A 453 274,5 6,06 152,6 0,90 3,37 87,5 0,78 1,93 72,4 0,63 1,60

3D4A 873,1 11270,0 1291 62283 0,90 7,13 34149 0,83 391 31879 0,59 3,65

3D5A 55880,2 (nepocitano na CPU)

3D1A 1,4 2,0 1,48 1,2 0,85 0,88 0,7 0,68 0,54 0,6 0,54 0,46
; 3D2A 2,6 8,7 3,30 49 0,89 1,85 2,9 0,75 1,10 2,3 0,64 0,86
o 3D3A 239 330,9 13,87 184,8 0,90 7,75 107,9 0,77 4,53 93.4 0,59 3,92

3D4A 566,2 12069,5 21,32 6506,3 0,93 11,49 3771,0 0,80 6,66 3306,2 0,61 5,84

3D5A 37695,3 (nepoéitdno na CPU)

(b) Ctytstény

Tabulka 5.5: Srovnéni doby vypoctu C'T', efektivity Eff paralelniho vypoc¢tu na CPU a urychleni GSp
vypoctu na GPU pii vypoctu tlohy popsané v sekci[5.4] ve 3D.

5.5 Kompozic¢ni proudéni
Druhou testovaci tlohou je tiloha kompozi¢niho proudéni za pouZiti rovnovdZného pfistupu pro popis

prestupu komponent mezi fizemi, ktery byl popsan v sekci [[.9] Matematicky model vychdzi z rovnic
dvoufdzového proudéni (L.16), ke kterym je pfiddna transportni rovnice (I.20) pro jednu komponentu
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rozpusténou v obou fazich. Koeficienty vyjadfujici tuto dlohu pomoci obecné soustavy parcidlnich
diferencidlnich rovnic (2.1 jsou uvedeny v sekci[2.2]

Ulohu fe$ime opét ve 2D a 3D ve stejné geometrické konfiguraci jako na obr. Pro prvni dvé
rovnice pro nezndmé Z; = p,, a Z, = p,, pouZijeme stejné nastaveni jako v sekci Diky pouZiti
rovnovazného pristupu tfeti rovnice pro nezndmou Z3; = X neovliviluje feseni prvnich dvou rovnic, tedy
ze sekce muiZeme prevzit i semi-analytické feseni pro prvni dvé rovnice. Pti konstrukci analytického
reSenf tfeti rovnice pfedpokladdme feSeni X ve sférickych soufadnicich ve tvaru

X(p,t) = Xoexp (~Bxp’e '), 5.11)

kde p = ||x|| je radidln{ soufadnice, X,[—] je hmotnostni zlomek komponenty v bodd & = 0 a Ax[s ']
a By[m 2] jsou kladné konstanty. Analytick4 funkce dand rovnici (5.11) splituje rovnici (T.20), pokud
reakéni Clen 7y md ve sférickych soufadnicich tvar

rx(p,t) = —Bx <¢P2AX +2Dxd — 2pvy(p,t) — 4DXPZBX€‘7AXI‘/) o X!, (5.12)

kde v, (p, t) je radidlni slozka rychlosti v,.

Jako pocéate¢ni podminka pro tfeti rovnici slouZi funkce vycislend v ¢ase ¢ = 0. Okrajové
podminky pro nezndmou X volime podobné jako pro prvni dvé nezndmé. V pocatku souradného systému
a na ¢astech hranice reprezentujicich podminky v nekone¢nu (tj. I' 5y a I' p ve 2D a pfedni stény ve 3D, viz
obr. predepisujeme Dirichletovu podminku danou pfesnym fesenim a na zbyvajicich ¢astech
hranice pfedepisujeme nulovou Neumannovu podminku.

Ulohu fesime s rovnici pro nezndgmou X v konzervativnim tvaru (T.20) i v nekonzervativnim tvaru
(2.7). Dale uvazujeme rozklad difizniho koeficientu Dy = my D, popsany v sekci [2.2] a volime
konstantn{ difdzni koeficient Dy = 10 °m?s™" a koeficient mobility my = 0 nebo my = 1. Dile
volime koeficienty Ax =5 - 10 °sa By =20 m 2

Vysledky numerické analyzy pomoci L' normy chyby Ej x jsou uvedeny v tab. pro model
Brookse a Coreyho a v tab. pro model van Genuchtena. Volba ¢asovych krokil pro jednotlivé sité je
uvedena v tab. Ve 2D staci volit ¢asové kroky stejné jako v tiloze dvoufdzového proudéni, ve 3D je v§ak
potieba pfi zjemnovani sit€ zkracovat ¢asovy krok mnohem rychleji oproti predchozi tiloze. To je nejspis
zptsobeno chybou casové diskretizace toku @)y, ktery je dle vztahu pro d = 3 Gmérny /, coZ se
projevi v rovnici (I.20) ve ¢lenech zavisejicich na totélni rychlosti v,. Ve vSech pfipadech experimentalni
fady konvergence poukazuji na konvergenci numerického schématu s prvnim fddem presnosti v L' normé.
Ackoli v Cist€ advekénim piipad€ jsou normy chyby FEj x podstatné vétsi oproti diftiznimu piipadu,
stabilizace numerického schématu pomoci upwindu se jevi jako dostatecna.

Analyzu efektivity vypoctu pro kompozi¢ni dlohu provedeme pro model Brookse a Coreyho,
konzervativni tvar rovnice (I.20) a koeficient mobility m x = 0. Vypocty probihaly na stejném hardware
jako v pfipadé dvoufdzové tlohy popsané v predchozi sekci, pro kterou jsou vysledky analyzy efektivity
vypoctu uvedeny v tab. a Z divodu omezené vypocetni kapacity pracovist€¢ KM FJFI viak
v piipadé kompozi¢ni tlohy porovndme pouze dobu vypoctu C'I" a urychleni GSp pro vypocty na GPU
a 6 vlaknech CPU. Vysledky uvedené v tab. ukazuji, Ze vypocet na GPU je pro jemné sité pfiblizné
5x rychlejsi oproti Sestivlaknovému vypoctu na CPU, coZ odpovida vysledktiim pro dvoufizovou tdlohu.
V piipadé dvojrozmérnych siti, kde byly ¢asové kroky voleny stejné jako v pripadé dvoufdzové tlohy,
je prodlouZeni doby vypoctu ptiblizn€ dmérné rozdilu mezi pocty stupiii volnosti Ny, v obou dlohdch.
V pripadé¢ trojrozmérnych siti bylo potieba volit casové kroky jinak a proto nelze piimo porovnat piislusné
doby vypoctu pro dvoufdzovou a kompozi¢ni dlohu.
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Konzervativni tvar Nekonzervativni tvar
DX:OmZ/S DX:10_5m2/s DX:0m2/s DX:10_5m2/s
Id. | [[Epxlli  eocxi  |Enxli  eocxy | |Enxli  eocxi  [[Enxlli  eocx;
] -2 -3 -2 -3
2D1D 2,59 - 10_2 1os 546 10_3 Lor | 2% 10_2 os 546 10_3 101
2D5 | 1,23-10 4,19-10 1,23-10 4,19-10
2 3 0,99 3 0,99 3 099 3 099
2D5 | 6,18- 10 2,11-10 6,18 10 2,11-10
2 5097 50,97 50,97 50,97
2D] | 3,16 - 10 0os 10810 0oq | 31610 0os 10810 0.94
DY | 164-107° 7 559.-107% 7 1.64-107° 7 559.10°% 7
2D% | 2,55-1072 79-107° 2,55-1072 79-107°
N 35 0,2 141 7 0,3 108 | 22 0,2 141 7 0,3 1,08
2Dy | 1,02- 10 0oy 43610 nop | 10210 0oy 43610 091
2D | 5,07-107° oo 219 1077 Lo7 | 307 1077 Los 219 1077 iy
2D | 2,54-107° 0gr L 107° oo | 254 107° 0gr L 107° 091
D5 | 126-107° 7 574107 7 126-107° 574100 7
3D | 9.35-107° 345-107° 9,40-107° 3,45-107°
1,17 1 1,1 1
3D | 4,14-107° 1’ w72 107 0’82 4,14-107° 1’ 03 1,72-107° 0’82
D5 | 2,07-107° 7 889-107% 207-107° 7 8,89-107%
A -2 -3 -2 -3
3DT | 1,05-10 6,42- 10 1,05- 10 6,42- 10
N 3 066 5 078 | 5 0,66 5 0,78
3D5 | 7.43-10 Log 42810 Loy | 743010 Log 42810 L7
3D | 349-107° 7 2,02-107° 349-107° 7 2,02-107°
% 3 1,25 4 1,23 5 1,25 4 1,23
3D, | 1,67-10 9,76 - 10 1,67 10 9,76 - 10

Tabulka 5.6: Vysledky numerickeé analyzy pomoci L; normy chyby £}, x pro model Brookse a Coreyho.

Konzervativni tvar Nekonzervativni tvar
Dy =0m?/s Dy =10"°m?/s Dy =0m?/s Dy =10""m?/s
Id. HEh,XH1 €eo0Cx 1 HEh,XHl €eo0Cx 1 ”Eh,XHl €eo0Cx 1 HEh,X||1 €0Cx 1
2D | 2,59-1072 45.107° 2,59 1072 45.107°
L 59 0_2 1,09 8,45 0_3 1,01 59 0_2 1,09 8.45 0_3 1,01
2D5 | 1,21-10 Lop 18-10 0o | 12110 Lop 1810 0.9
2D | 6,05-107° 0’99 2,11-107° 0’97 6,05-10"° 0’99 2,11-107° 0’97
2Dy | 3,04-107° 0’99 1,07-107° 0’95 3,04-107° 0’99 1,07-1073 0’95
2DF [ 153107 7 556-107" 7 1,53-107° 556-107% 7
2D> | 2,08 - 1072 1073 2,08 107> 1073
| ,08 072 111 8,88 073 109 ,08 072 111 8,88 073 109
2D5" | 1,01-10 0oy 43610 0op | L0110 0oy 43610 091
D5 | 5,05-107° Loo 219 1077 Loy | 305 107 Loo 219 107 iy
2D | 2,54-107° 0gr L 107° oo | 254 107° 0gr ML 107° 091
2DE [ 126-107° 574-107% 7 126-107° 574-107% 7
3Dy | 9,57-1073 345-107° 51-107° 345-107°
L 9’ 5121 7 5 1,00 i’ 5 120 5 1,00
3D5 | 4,14-10 Loo 172710 nos | #1410 Loo 172710 0,95
D5 | 2,07-107° 7 889-107* 207-107° 7 8,89-107*
3D | 1,05-1072 6,42 -107° 1,05-1072 6,42 -107°
Ml 5 066 5 078 | 5 066 5 0,78
3D | 7,43-10 Log 28710 Loy | 743010 Log 2810 L7
3DS | 3,49-107° Lps 202 1077 Lo | 349 107° L5 202 107° 3
3L | 1671077 7 9,76-107* 7 1,67-107° 7 9,76-107* 7
Tabulka 5.7: Vysledky numerické analyzy pomoci L; normy chyby Eh7 x pro model van Genuchtena.

63



GPU CPU (6 vldken) GPU  CPU (6 vldken)

Id. cT CT GSp 1d. CT  CT GSp
2D} 5.0 0.8 0,15 2DP 45 07 0,15
& 2D 29,0 64 022 e 2D5 217 41 0,19
&opy 1142 579 051 & opd 1190 49,6 0,42
Z oD 8461 14665 1,73 Z D2 8386 10163 121
2DE 10798,1 266328 2,47 2D5 90324 190894 2,11
2D} 1,7 03 021 2D8 1,4 03 0,20
o 2Dy 11,5 49 042 5. 2Dy’ 8.3 29 035
z D5 48,7 612 1,26 £2D; 509 495 097
D] 4778 17576 3,68 2D 4466 12215 274
2D5 65070 35661,5 548 2DE 5066,7 265849 525

(a) obdélniky (b) trojuhelniky
GPU  CPU (6 vliken) GPU  CPU (6 vldken)
Id. CcT CT GSp Id. CcT CT GSp
31)1D 10,3 7.6 073 o B»DlA 201,5 50,8 0,25
Z3Dy 7324 18317 2,50 2 3Dy 5726 2890 0,50
g 3DE 72208,4 (nepo&itdno) = 3DgA 3320,1 6574,0 1,98
3D 721460 3371870 4,67
3D} 44 87 1,96 3ps 70,2 42,8 0,61
; 3D5 4582 23768 5,19 ; D5 2516 308,6 1,23
O 3D5 52700,  (nepocitino) O 3D 19363 81795 4,22
3D, 496419 2848280 5,74

(¢) kvédry (d) Sty¥stény

Tabulka 5.8: Srovnani doby vypoc¢tu C'T" a urychleni G:Sp vypoctu na GPU oproti CPU pifi vypoctu tdlohy
popsané v sekci Pro vypocet byl pouZit model Brookse a Coreyho, konzervativni tvar rovnice (1.20)
a koeficient mobility mx = 0.

64



Zaver

V této préci jsme se zabyvali matematickym modelovanim dvoufizového kompozi¢niho proudéni
v poréznim prostfedi. V prvni kapitole je popsdn matematicky model nemisivého dvoufdzového proudéni
ovlivnéného kapilaritou a model kompozi¢niho proudéni vyuZivajici rovnovdZny pfistup pro popis
prestupu komponent mezi fdzemi. Pro oba modely je zformulovdna soustava parcidlnich diferencidlnich
rovnic popisujici prislusny model.

Numerické schéma je odvozeno v prostoru obecné dimenze pro soustavu n parcidlnich diferencidlnich
rovnic s obecnymi koeficienty, jejichZ volbou lze schéma aplikovat na mnoho tloh, v¢etné modelt
nemisivého a kompozi¢niho dvoufizového proudéni v poréznim prostfedi. Semi-implicitni numerické
schéma je zaloZeno na kombinaci hybridni metody smiSenych kone¢nych prvki a nespojité Galerkinovy
metody, v obou piipadech pouZzivime prostory nejniz§tho fddu pro aproximaci nezndmych funkci. Ke
stabilizaci schématu byla pouZita technika upwind a pro sité tvofené tiseckami, obdélniky nebo kvadry
byla dile pouzita metoda mass-lumping, ktera je velmi dilezita pro stabilizaci feSeni na materidlovych
rozhranich v heterogennim prostredi.

Numerické schéma bylo pouZito pro implementaci hybridniho feSi¢e s pomoci knihovny TNL. Vypocet
Ize spustit bud paralelné na vicejddrovém CPU pomoci OpenMP nebo masivné paralelné na GPU
pomoci platformy CUDA. Efektivnimu vyuzZiti obou vypocetnich architektur je tfeba ptizptisobit navrh
algoritmt a rozloZeni dat v paméti, testovaci tloha popsand ve ¢tvrté kapitole ukazuje né€kolikandsobny
rozdil mezi optimalnim a neoptimalnim pfistupem do paméti. Nejnarocnéjsi ¢asti vypocetniho algoritmu
je feSeni velkych soustav s fidkou matici, coZ feSime pomoci iteraéni metody GMRES s adaptivni
volbou restartovactho parametru. Pro zlepSeni efektivity vypoctu na GPU jsme navrhli modifikaci
metody GMRES vyuZivajici ortogonalizaci pomoci Householderovych transformaci a kompaktni WY
reprezentace. Posledni sekce Ctvrté kapitoly se vénuje implementaci nestrukturovanych siti v knihovné
TNL a souvisejicim optimalizacim pro rtizné vypocetni architektury. Na testovaci dloze je ukazano, Ze
podstatny vliv na efektivitu vypoctu mé ocislovani elementti sit€, na CPU je rozdil mezi efektivnim a
neefektivnim ocislovanim aZ 28% a na GPU aZ 13%.

V posledni kapitole jsou popsdny testovaci dlohy nemisivého a kompozi¢niho dvoufdzového proudént,
které slouzily k verifikaci numerického schématu pomoci analyzy experimentalniho rddu konvergence.
Numerické simulace byly provedeny ve dvojrozmérném a trojrozmérném prostoru za pouZiti struktu-
rovanych siti tvofenych obdélniky nebo kvadry a nestrukturovanych siti tvofenych trojihelniky nebo
Ctyfstény. Kompozi¢ni dloha byla analyzovdna pro konzervativni a nekonzervativni tvar transportni
rovnice a s riiznymi volbami diftizniho koeficientu pro ovéfeni chovani schématu v advekénim a difiznim
pripadé. Vysledky numerické analyzy ukazuji, Ze ve vSech piipadech numerické schéma konverguje
s prvnim fddem piesnosti. Vysledky analyzy efektivity paralelniho vypoctu ukazuji, Ze vypocet na CPU
dobfe Skdluje aZ na nejvySsi dostupny pocet jader procesoru a na GPU je vypocet pro dostatecné velké
strukturované sité azZ 20 x (ve 2D) a az 25 (ve 3D) rychlejsi oproti sekvencnimu vypoc¢tu na CPU a az 5 x
(ve 2D) aaz 7x (ve 3D) rychlejsi oproti vypoctu na 6 vliknech CPU. Pro nestrukturované sité je urychleni
vypoctu pomoci GPU mirné mensi oproti strukturovanym sitim, ale pfi zjemilovani sit{ urychlenf stile
roste a také paralelni vypocet na CPU dobfe Skéluje.

Formulace numerického schématu a velkd ¢4st vysledkd uvedenych v této praci byly odesldny
k recenzi v ¢lanku [16]. Hlavnim dodate¢nym a zatim nepublikovanym piinosem této prace je moZnost
pouZiti nestrukturovanych siti pro masivné paralelni vypocty na GPU.

65



Priloha A
Vypocet prvki lokalnich matic

Numerické schéma popsané v kapitole [3|doplnime o podrobnosti tykajici se vypoctu prvki lokalnich
matic b; ; - = [b; j kB, F]E Fee, definovanych pro viechnad,j =1,...,na K € K}, v sekci Pri
vypoctu se omezime na piipad, kdy tenzor D; ; = D, ;I popisuje izotropni prostfedi a stiedni hodnotu

Di,j na elementu K oznacime jako Di,j,K :

A.1 Matice b, ; ;- pro tsecky

Uvazujme referenénf element K = (0,h,) C R' a symboly Ej, resp. Ey oznadime levou, resp.
pravou hranu elementu K. Pifmym vypoctem defini¢nich integrdld B; ; x g r = D; . ]{ i K w? EWK,F
pro E, F' € & dostaneme

hy —1 2 -1
B,k = FxDi,j,K (_1 2> . (A.1)
Inverzni matice b; ; x = B, ]-17 K Md tvar

2 2 1
bijx =7-Dijx <1 2) : (A.2)
X

V praxi se viak ukazuje (viz [16, 28]]), Ze tato volba koeficientd b; ; i g miZe pfi simulaci tloh
v heterogennim prostiedi zptisobovat nezadouci oscilace. Teoretické zdlivodnéni tohoto jevu dle [51]]
spociva v tom, Ze vyslednd matice soustavy pro MHFEM nenf pfi pouZiti obdélnikovych nebo kvadrovych
elementti M-matice. ReSenim je pouZit metodu mass-lumping a integraly definujici prvky matice B,
spocitat pouze priblizné pomoci numerické integrace

RS
/g(a;)da; ~ PRICHE (A3)
K =1

kde ¢ je integrovand skaldrni funkce, V- je mnoZina vrcholt elementu K a body x, umistime do vrcholi

()

elementu K. Takto ziskand matice B, K Je diagondlni a m4 tvar

n®  _hy 1 (10
B, jx~B, k= fDm,K (0 1] (A4)
Matici b; ; x = B, jl’ x pak aproximujeme inverzi matice BE?’ x> tedy

2 10
bijx & 3~ Dijx <0 1> : (A.5)
T
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A.2 Matice b, ; ;- pro obdélniky

Uvazujme referen¢ni element K = (0, h,) x (0, h,) C R? a stejng jako v sekci ozna¢ime sym-
boly 4, Ey, E5, E, postupné levou, pravou, dolni a horni hranu elementu K. Podobné jako v pfedchozi
sekci dostaneme pfimym vypoctem defini¢nich integrdld matici B, ; i ve tvaru

9hy
hy
_he
. 1 —1 hy
7/7]7K 6 7’7]7K 0
0
PR —1 .
Inverzni matice b; ; ir = B, ; - mé tvar
h
272
x
%y
bijrx =2Dijr |
0
0

hy

S
< |8

25

o O«

Satsaisa

o odIFT

>
oS O

& ‘v:;“s? ‘cc

[\]
ST o o

3“ ;“‘D@;“

H‘d&k‘

KK o o

o O

(A.6)

(A7)

Stejné jako v R' mbZe tato volba koeficienti b; j. kB, Pro obdélnikové elementy v R? zplsobovat
nezddouci oscilace. Opét tedy pouZijeme metodu mass-lumping a pii vypoctu prvkid matice B; ; x g

pouzijeme numerickou integraci (A.3)), ¢imZ ziskdme matici B

~BO —Llp-
Bk *Bijx=35DijK

.. —1 . . . . .
Matici b; ; x = B, ; x pak aproximujeme inverzi matice B

b;jx = 2D; ;K

o o of&

67

o o ol

0
hy
R

8

0
0

)
i’j’K,

(0

i j.1c Ve tvaru
0 0 0
o000 (A8)
h .
0o &+ 0
hy
0 0
tedy
0 0
0 0 (A.9)
h, )
e 0
0 l=
hy



A.3 Matice b, ; ;- pro kvadry

UvaZzujme referen¢ni element K = (0, h,) x (0,h,) x (0,h,) C R? a stény elementu E, €
ocislujeme stejné jako v sekci Podobné jako v predchozich sekcich dostaneme pfimym vypoctem
defini¢nich integralii matici B, ; - ve tvaru

=
8

hy
2hzh _hzhz 0 0 0
~hyh, thﬁz 0 0 0
h h
! 0 0 255 —nnh 0 0
Bijx=¢Dijx A (A.10)
° 0 O “mh 2Rk h ’ h |
0 0 0 0 2475 —nhy
hZ hZ
0000 k2l
Inverzni matice b; ; x = B, ]'1’ & ma tvar
2hzhz hzhz 0 0 0 0
h,fz 2”;? 0 0 0 0
b 2D 0 0 thlhz h,”;hz 0 0 A.ll
ik = 2D j i 0 0 hflﬁz Qhﬁ%z 0 0 (A1)
! Y hgh h
0 0 0 0 2l
0 0 0 0 lhoobh

Stejné jako v R' mbZe tato volba koeficientd b; j. ik E,F Pro kvadrové elementy v R? zpUsobovat
neZddouct oscilace. Opét tedy pouZijeme metodu mass-lumping a pfi vypoctu prvki matice B; j k g

()

pouZijeme numerickou integraci (A.3), ¢imZ ziskdme matici B; / ;- ve tvaru
_hy
- 00 0 0 0
h,
0 % 0 0 0 0
h
1 0 0 4 0 0 0
Z7J7K ’L,],K 2 7’7]7K 0 O 0 hh’g;l 0 0 ( )
'z hz
0 0 0 0 o0
hZ
0 0 0 0 Byhe
Matici b; ; x = B, j17  pak aproximujeme inverzi matice Bl(? i tedy
fyhe g 0o 0 0
0o M= 9o o 0o 0
b 2D ! ! hzhz 0 0 ! A.13
1,5, K 1,5, 0 0 0 hﬁhz 0 0 ( )
Y
0o 0o o o Mvw
o o o0 o o
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A.4 Matice b, ; ;- pro trojihelniky

v sekci[3.1.1} Pro vypocet integrali Bi,j,K,Ee,Ef = D;]%K fK w[T(,EewK’Ef proe, f = 0,1,2 zavedeme
barycentrické soufadnice 79,7, € [0, 1], ny + n; < 1. Pfi oznaceni P, = V, — V,, e = 0, 1,2 miZzeme
kazdy bod = € K zapsat ve tvaru

Uvaiul'me trojihelnik K = [V, V},V;],. C R? a jeho hrany FE, € &j olislujeme stejné jako

x=Vy+nyPy+mP. (A.14)

Absolutni hodnota Jakobidnu této transformace je

MEs

p  p)
(1) p(2) (2) p(1)
det [ "9 ! =|Py'P" — PP

(Péz) P1(2)>| [Py Py 0P|

= 105" = =) = (0 = v =2k, @)

Pouzitim této transformace pro vypocet integralu dostaneme

K K
1 1—m
1 T
— 2|K‘ /dnl /dUO(nOPO + 771P1 — Pe) (770P0 —+ 7’]1P1 — Pf)
>0
1 1—m
1 T 2 pT T
T 9K /dnl/dno(n(Q)PUP0+771P1P1+P€Pf
1K1,
0 0
T T T
+2nom Py Py —noPy (P, + Py) —m Py (P, + Pf)>
1
- IR (POTPO +PIP + PP — 2P+ P) (P, + Py) + 6PePf) ,
2

(A.16)

VSechny prvky matice B, ; - jsou obecné nenulové a mass-lumping pomoci numerické integrace
(A.3) nelze pouZit. Inverzni matici b; ; i pocitdme algoritmicky postupem popsanym v sekci [4.2.1}
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A.5 Matice b, ; ;- pro CtyFstény

v sekci Pro vypodet integralt Bi,j,K,Ee,Ef =D,k fK w[TQEewK’Ef proe, f =0,...,3zavedeme
barycentrické soufadnice g, 71,75 € [0,1], 9o + 11 + 19 < 1. Pfi oznadeni P, =V, — V3,e =0,...,3
muiZeme kazdy bod x € K zapsat ve tvaru

Uvaiul'me Syistén K = [V, V}, Vo, V5], C R® a jeho hrany F, € &y olislujeme stejné jako

x =V + Py +mPy + 0P (A.17)
Absolutni hodnota Jakobidnu této transformace je

Pél) Pl(l) P2(1)

|| = |det | P& PE PR || =|Py- (P x Py)| = 6|K],. (A.18)

PO PO p®

Pouzitim této transformace pro vypocet integralu dostaneme

T 1 T
/wK,EEwK,Efdm = W (x— V) (x—Vy)de
3

K
1-ny 1-m1—m T
K /d”2/d771/ anPk— ZwPe Py
" 3[K], J A
1 77]2 1- -2 2
~ 3|K; / /d” / o (Z WkPng — P (P, +Pf)>
0 0 0 k=0
+ Z nnePy Py + P Pf>
k=0
)
1
= TR <2P0TP0+2P1TP1 +2PI P, + 2P P, + 2P P, + 2PT P,
3

—5(Py+ P+ P) (P, + Py) + 20P6Pf> . (A.19)

VSechny prvky matice B; ; i jsou obecné nenulové a mass-lumping pomoci numerické integrace
(A.3) nelze pouzit. Inverzni matici b, ; i po¢itdme algoritmicky postupem popsanym v sekci
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Priloha B

Parametry materialu a tekutin

Parametr Pisek A
Porozita o [—] 0,343
Vnitini propustnost K m?  5,168-10" "7
Rezidualn{ saturace Swr -] 0,04
Rezidudln{ saturace Sy [—] 0
Brooksiiv a Coreyho parametr  Apg ¢ -] 5,408
Brookstiv a Coreyho parametr  ppgc  [Pal 8027,52
van Genuchtendv parametr Ny [— 12,49
van Genuchtentiv parametr a,e [Pa”'] 108-107*

Tabulka B.1: Parametry porézniho prostiedi pro numerické simulace.

Parametr Voda NAPL

Hustota p [kg-m™'] 1000 1400
Dynamickd viskozita p  [Pa-s] 0,001 0,001

Tabulka B.2: Parametry tekutin pro numerické simulace.
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